О проблемах и перспективах современной 
математической гидродинамики
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В статье дан обзор современного состояния и перспектив развития ряда направлений математической гидродинамики. Рассмотрены дифференциально-геометрические методы, общая теория устойчивости движений жидкости, методы спектральной теории линейных операторов, теория бифуркаций и возникновение хаотических режимов, вероятностные подходы, различные асимптотические методы.

Цель этого (отнюдь не претендующего на полноту) обзора — сблизить точки зрения математиков и гидромехаников, занимающихся одним и тем же с разных позиций.

Кто только не говорит, что он занимается гидродинамикой, разумеется, математической. Профессора и студенты по специальности 01.02.05 — механика жидкости, газа и плазмы — имеют на это узаконенное и обеспеченное зарплатой или стипендией право. Но ведь то же самое говорят и геометры, изучающие геодезические на бесконечномерных многообразиях, и специалисты  по спектральной теории операторов, исследующие собственные значения и собственные функции краевых задач, и топологи, доказывающие теоремы о неподвижных точках отображений, и специалисты по оптимальному управлению, полагающие, что их теории как раз и описывают то турбулентное течение, которым мы любуемся, глядя с моста на реку. 

Я уже устал перечислять, — а можно было бы еще назвать специалистов по динамическим системам, по теории бифуркаций, по теории меры, по теории функций вещественного и комплексного  переменного, по различным ветвям функционального анализа, теории вложения функциональных пространств, по фрактальным множествам, по различным проблемам численного анализа и компьютерных вычислений, по абстрактной и полилинейной алгебре, по теории чисел. Остановимся на этом. Будь у 

меня неограниченное  место и время, я бы по каждому пункту дал подробные объяснения, какое отношение все эти области имеют к гидродинамике, каким образом их достижения помогают лучше понять, как течет жидкость, да и какие требования предъявляет ко всем этим областям гидродинамика, ставя перед ними новые вопросы, для решения которых зачастую еще не выработаны надлежащие средства.

Сразу скажу: это правда, специалисты многих областей, действительно, вносят значительный вклад в гидродинамику или, по крайней мере, намечают интересные перспективы применения их методов и результатов в гидродинамических проблемах. Более того, ни об одной математической теореме нельзя с уверенностью сказать, что она не имеет отношения к механике жидкости. Вместе с тем, нужно сознавать, что абстрактные математические идеи и результаты должны пройти определенный путь обработки и развития, зачастую долгий и многоступенчатый для того, чтобы, в конце концов, привести к реальному приращению наших знаний о движении жидкости. Можно пожалеть, что и обычная психология чистых математиков, и существующая система финансирования не слишком способствуют развитию такого рода исследований.

Различные области математики и физики выработали свои специализированные языки, и в результате обострилась проблема перевода. Как однажды с сожалением заметил Бэтчелор, лишь немногие люди соглашаются выступать в роли переводчиков. Книги по дифференциальной геометрии пишутся для дифференциальных геометров, книги по топологии – для  топологов и т.д. Очень нужны  статьи и книги, в которых необходимые для гидродинамики разделы геометрии, топологии, теории динамических систем и теории меры были бы изложены в умеренном объеме и на языке, доступном механикам и физикам. Конечно, нужно бы еще, чтобы такие руководства учили одновременно и применению различных идей и методов к решению конкретных задач о движении жидкости. Создание таких трудов, которые помогли бы преодолеть языковые барьеры, а также и снобизм специалистов различных областей, представляется актуальной и возбуждающей задачей.

Трудность задач гидродинамики проявляется и в том, что довольно редко удается воспользоваться известными математическими методами и результатами в их буквальной первоначальной форме. Обычно приходится как-то модифицировать метод, возможно, рассмотреть новые предельные случаи известных теорем, найти новые неравенства и т. д. Когда я был студентом и занимался задачами гидродинамической теории удара, приводящими к смешанным краевым задачам теории потенциала, я даже сформулировал «принцип нуля или единицы»: всякая математическая теория содержит параметр, обозначим его через 

, на который наложено условие: 

, в то время как в приложениях встречаются лишь два случая: 

 и 

. Эта шутка, как показал мой дальнейший опыт, содержит слишком большую долю правду.

В действительности развитие многих важных математических теорий было стимулировано задачами гидродинамики. Упомяну для примера риманову теорию функций комплексного переменного, принцип неподвижной точки Лере-Шаудера, явление Стокса в теории асимптотических разложений решений дифференциальных уравнений. Понятие обобщенного решения дифференциального уравнения или вариационной задачи, понятия обобщенной производной и обобщенной функции развились под влиянием математической физики, в особенности гидродинамики.

Приступая к решению новой гидродинамической задачи, никогда не можешь предвидеть, чем, на самом деле, нужно будет заниматься завтра. Быть может, придется решать вариационные задачи или интегральные уравнения, может быть, доказывать новые теоремы вложения и мультипликативные неравенства, а возможно, понадобится теория осцилляционных операторов или теория цепных дробей.

Достаточно часто оказывается, что в математике еще не выработаны средства, позволяющие дать ответ на вопрос, возникающий в динамике жидкости. А в других случаях мы не знаем, как извлечь из уравнений гидродинамики свойства течений, которые бы позволили проверить условия существующих прекрасных математических теорем. Напомню, что все математические теоремы страдают одним общим ужасным недостатком: они содержат условия, которые приходится проверять, прежде чем можно будет применить теорему. В результате многие фундаментальные проблемы математической гидродинамики до сих пор остаются без решения. И все-таки у многих исследователей хватает мужества и оптимизма, чтобы заниматься столь трудными проблемами, так что фронт математической гидродинамики понемногу двигается вперед.

Таинственность всем знакомого объекта гидродинамики — воды, воздуха, вместе с неповторимой красотой математических моделей – уравнений гидродинамики, никого не оставляют равнодушным. На всякий вопрос, можно ли применить такой-то и такой-то метод, или бывает ли в механике жидкости такая-то и такая-то ситуация, гидродинамика, подобно рыцарям из легенд, отвечает: «Да!» или «Почему нет?». Можно надеяться, что, как это всегда было раньше, и в будущем механика жидкости будет привлекать исследователей из разнообразных областей науки с большой пользой от обмена и взаимного влияния идей.

Благодаря своей, во многом таинственной, интимной связи с природой математические проблемы гидродинамики удовлетворяют высшим критериям важности и глубины. Замечу по опыту, что математические модели рукотворных объектов – созданных человеком механизмов и машин – как правило, довольно быстро исчерпываются, оказываются исследованными до конца. А вот связь с природой делает модель неиссякаемо богатой. Уверенность в красоте природы и ее законов поддерживает исследователей в их долговременных усилиях решить задачу, продолжать работу и тогда, когда, кажется, уже нет никаких идей. Тут уж начинается область интуиции, философии и эвристики, хотя бы доморощенных. Мы пытаемся найти новые идеи и подходы, руководствуясь аналогиями, догадками, стараясь уловить намеки природы в имеющемся материале.  Такая работа исследователя иногда удивительно напоминает действия школьника, который пытается перехитрить учителя, заглянув в ответ и подгоняя к нему решение.

Далее следует набросок описания тех областей, которые составляют математическую гидродинамику, и с которыми она связана.

В заголовке этой статьи опущено слово «некоторые» — и так ясно, что одному человеку не под силу рассмотреть все направления исследований и все проблемы. Не в коей мере я не ставил себе здесь задачу выставлять оценки и выяснять приоритеты. Обилие ссылок на собственные работы и работы моих сотрудников объясняется попросту тем, что эти работы я лучше знаю. Список работ в такой статье, разумеется, не может быть полным, дальнейшие ссылки можно найти в цитированных статьях и книгах. Кроме того, я надеюсь, что в век Интернета читатель может без особого труда добыть дополнительную информацию. 

0. Построение математических моделей

Имеется два основных подхода к выводу гидродинамических уравнений – феноменологический и статистический. В настоящее время первый имеет более полную и развитую форму. Применение основных законов физики – сохранения массы в форме уравнения баланса масс, второго закона Ньютона в форме уравнения баланса импульса,   закона сохранения энергии, а также второго начала термодинамики – дает основные общие уравнения движения произвольной сплошной среды. 

Для того чтобы получить математическую модель данной  сплошной среды, нужно дополнить общие уравнения конкретными соотношениями, описывающими её механические, термодинамические, а зачастую также и электромагнитные, химические и иные свойства. Сплошные среды в окружающем нас мире неисчерпаемо разнообразны. Наряду с классическими жидкостями и твердыми телами встречается множество «странных» сплошных сред, обнаруживающих и свойства жидкости, и свойства твердого тела. Таковы различные стекла, пластмассы – вязкоупругие и вязкопластические тела, жидкие кристаллы, суспензии (вроде сметаны), многофазные системы вроде газированной воды или тумана, среды, в которых протекают химические реакции или биологические жизненные процессы.

При построении математических моделей движения различных жидкостей используются, разумеется, те же принципы, идеи  и методы  механики, неравновесной термодинамики, реологии, что и вообще в математической физике. Одна из драматических проблем всей математической физики — отыскание различных материальных соотношений типа уравнения состояния вещества или зависимостей вязкости, теплопроводности и других коэффициентов переноса от температуры и других термодинамических параметров. Классическая математическая физика оставляет определение таких функций на долю эксперимента. Ясно, однако, особенно если вспомнить огромное разнообразие реологических веществ, что эта задача эксперименту,  скорее всего, не под силу. Лишь недавно развитие методов статистической физики позволило хотя бы в простых ситуациях определять такого рода зависимости из первых принципов.

Обычно бывает не слишком трудно расширить имеющуюся математическую модель, включив в неё дополнительные эффекты, — скажем, вязкость, теплопроводность или электромагнитное поле. Интересно, однако, что исключить эти дополнительные эффекты то и дело оказывается далеко не просто. Например, введение малой ньютоновской вязкости увеличивает порядок дифференциальных уравнений, возмущение малыми вязкими членами оказывается сингулярным, а проблема построения асимптотики – столь сложной, что её до сих пор не удается удовлетворительно решить. Тем не менее, на пути построения такой асимптотики возникает новая модель (точнее, класс моделей) – уравнения пограничного слоя. Аналогично и другие случаи сингулярных возмущений могут приводить и приводят к новым математическим моделям гидродинамики. Замечу, что в ряде случаев асимптотические методы дают и  аналитические выражения для материальных постоянных и функций. Об этом еще будет сказано в разделе 6.

Интересные и важные математические модели для описания движения жидкости, газа и плазмы развивает статистическая механика. Обычно здесь возникают интегро-дифференциальные уравнения, которые, однако, можно трактовать как обыкновенные дифференциальные уравнения в надлежащих функциональных пространствах. Наиболее знамениты уравнения Больцмана и Власова с различными их обобщениями. Здесь уже много сделано, а возможно, еще больше предстоит сделать, для исследования предельного перехода к обычной жидкости или плазме, а также и для исследования всех тех проблем, которые дальше я буду обсуждать в основном применительно к обычной жидкости.

Как учит Лобачевский, трудность математического предмета нарастает не только при удалении от аксиом и доказательстве все более изощренных теорем, но также, а может быть, даже в большей мере, и при приближении к основам, когда приходится вырабатывать понимание связи наших теорий с реальной действительностью. Поэтому работа над физическими основами гидродинамики, вероятно, никогда не прекратится.

В заключение этого пункта хочется еще сказать, что идеи гидродинамики, образ текущей жидкости, проникают во многие области математического естествознания. Упомяну о фазовой жидкости Гиббса – основном представлении статистической механики, о томсоновской вихревой модели атома, о моделях больших молекул, представляющих их в виде капель. Как я недавно узнал, задачи со свободными границами, очень сходные с гидродинамическими, возникают и в финансовой математике. Оказывается полезным представить себе Галактику (галактики) как газ, в котором звезды играют роль молекул. И Метагалактику тоже можно мыслить себе как газ, в котором роль частиц падает теперь на долю отдельных галактик.

Ну, тут уже следует остановиться.

1. Аналитическая динамика сплошных сред и дифференциальная геометрия.

Если лишить сплошную среду всех «физических» свойств — упругости, теплопроводности и т.д., останется лишь ее свойство занимать определенное положение в пространстве. Такая сплошная среда становится объектом геометрии, точнее, ее высших разделов —геометрии пространств отображений. В этой идеальной сплошной среде остаются лишь простейшие взаимодействия ее частей посредством взаимного давления, объясняемые принципом Аристотеля о невозможности для двух тел занимать одно и то же положение в пространстве. Примечательно и удивительно, что именно простейшие взаимодействия вызывают наиболее сложные последствия. Мы убеждены, что турбулентные течения описываются именно моделью идеальной жидкости, в то время как вязкость, даже очень малая, играет существенную роль, главным образом, в ее генерации.

Как учат нас философы, наука лишь тогда достигает совершенства, когда она становится частью геометрии. В этом смысле классическая механика системы материальных частиц совершенна. Трудами классиков науки установлено, что движение механической системы есть геодезическая на римановом многообразии — на ее конфигурационном пространстве. Системы частиц в механике бывают подчинены тем или иным связям, что и определяет сложность и разнообразие возможных конфигурационных пространств.

Одной из особенностей классической механики, которой удивлялся еще Р. Фейнман, является поразительное обилие возможных форм одних и тех же по физической сути математических моделей. Уравнения движения 

могут быть представлены в виде уравнений Лагранжа первого или второго рода, уравнений Гамильтона, уравнения в частных производных Гамильтона–Якоби, уравнений Рауса — причем за каждым из этих названий скрывается множество различных конкретных представлений. Движения механических систем удовлетворяют различным вариационным принципам (Гамильтона, Мопертюи–Якоби, Гаусса–Герца и т.д.).

Нужно отметить, что и включение различных физических полей не меняет принципиально геометрической природы системы — скажем, изменяется лишь метрика на многообразии. Нужно только, чтобы эти поля были потенциальными.

В механике сплошной среды все это идейное богатство пока еще довольно мало освоено. Из сравнительно недавних достижений упомяну геометрическое представление динамики идеальной несжимаемой жидкости, данное В.И. Арнольдом [1], [2] и его последователями. Оказалось, что все общие законы гидродинамики, найденные классиками, являются частными проявлениями общих законов теории геодезических на группах Ли, снабженных односторонне инвариантной метрикой. Такая концепция помогла и найти новые критерии устойчивости стационарных движений, и глубоко понять геометрические свойства течений в  физическом пространстве. Арнольд также вычислил тензор кривизны группы S Diff D (диффеоморфизмы, сохраняющие объемы) и связал его свойства (существование отрицательных секционных кривизн) с невозможностью долговременного прогноза погоды.

А. Шнирельман [3], перенося принцип наименьшего действия на динамику невязкой жидкости, обнаружил, что в случае трехмерных течений конфигурационное пространство — группа S Diff D  — является ограниченным, а в двумерном случае — неограниченным.

Нет сомнений, что дальнейшее развитие идей бесконечномерной дифференциальной геометрии и аналитической динамики приведет к углублению нашего понимания динамики жидкости. Возможно, новые формы динамики жидкости, подсказанные классической механикой и дифференциальной геометрией, явятся решающим средством при решении давно стоящих перед нами неприступных проблем. Я имею в виду турбулентность, глобальную разрешимость, асимптотику исчезающей вязкости и др.

2.  Теоремы существования в гидродинамике

Хотя эта область привлекла уже пристальное внимание многих первоклассных математиков, а также и неоправданную неприязнь физиков, главные проблемы здесь не только не решены, но даже, как я убежден, окончательно не поставлены. Нет определения (обобщенного) решения основной начально-краевой  задачи — такого, чтобы можно было установить для него глобальные теоремы существования и единственности. Я убежден, что это не просто формальность: мы действительно не понимаем, что такое течение жидкости! Поскольку я недавно написал обо всем этом пространную статью [4], не буду здесь входить в глубокие подробности. Ограничусь лишь несколькими замечаниями.

Это наиболее рафинированная область математической гидродинамики. Она использует глубокие достижения функционального анализа, теории вложения функциональных пространств, теории меры и теории функций, теории случайных процессов, нестандартного анализа и т.д. В этой области имеются весьма серьезные достижения и, в частности, удовлетворительно или почти удовлетворительно разобраны стационарные и периодические движения вязкой жидкости, а также двумерные начально-краевые задачи для вязкой и идеальной несжимаемой жидкости. Вместе с тем, проблема разрешимости трехмерных начально-краевых задач находится в глубоком тупике (поможет ли из него выйти объявленная Институтом Клэя премия в 1 млн. долларов?). Замечу, что достаточно серьезному исследованию пока подверглись лишь простейшие модели, а не такие уж, казалось бы, принципиальные с физической точки зрения обобщения (например, неоднородность, стратификация, примеси) приводят к новым и неожиданным трудностям.

Глобальная разрешимость получается лишь на основе априорных оценок решений, а последние могут быть лишь следствием основных физических законов — общих и специфических для данной системы. Поэтому представляется перспективным направление исследований, связывающее глобальное существование решений с фундаментальными законами термодинамики вместе с использованием свойств симметрии, косимметрии, существованием инвариантных объектов (дифференциальных форм, тензорных полей) рассматриваемой сплошной среды.

  Математик, стремящийся доказать глобальные теоремы существования для трехмерных начально-краевых задач гидродинамики, встречается с такими трудностями, что в конце концов начинает делить свое время между попытками доказать теорему и опровергнуть её путём построения контрпримера. Можно предполагать, что если коллапс (потеря регулярности решения за конечное время) возможен, то его удастся сначала обнаружить на специальных течениях, скажем, обладающих определенной симметрией. Тут мы встречаемся с примечательным явлением, которое назову сопротивлением уравнений гидродинамики коллапсу. Во всех случаях, когда такие частные решения удается исследовать, оказывается, что настоящий коллапс невозможен. Приведу два впечатляющих примера.

Если положить давление постоянным и отказаться от несжимаемости, получится уравнение движения пылевой среды. Если сохранить вязкость, то для этих уравнений без особых затруднений получается глобальная теорема существования — справедлив принцип максимума, и нетрудно получить дальнейшие априорные оценки. Если еще положить вязкость равной нулю, то коллапс становится возможным. Но стоит потребовать, чтобы движение этой идеальной пылевой среды было несжимаемым, и мы снова устанавливаем глобальную регулярность. Несжимаемость  запрещает коллапс! (см. [5, 6])

Второй пример — автомодельные решения, которые предложил рассматривать Ж. Лере. В них сингулярность заложена изначально. Для определения этих автомодельных решений получается некоторая система стационарных уравнений. Как недавно выяснилось (см. [7]), эти уравнения не имеют решения!

Известны, конечно решения уравнений Эйлера и Навье-Стокса, теряющие регулярность за конечное время, но с ними всегда что-нибудь не так. Либо они растут на бесконечности слишком быстро (в гидродинамике линейный рост по пространственным переменным уже противопоказан), либо при попытке представить их как решения в некоторой ограниченной области оказывается, что причина коллапса —в потере регулярности граничного поля скорости. Напомню, что проблема состоит в обнаружении коллапса или доказательстве его невозможности в случае, когда все данные задачи — граница области, внешние массовые силы, начальное поле скорости   — регулярны.

Работа по исследованию различных частных классов течений, вместе с попытками найти коллапс, не прекращается. Быть может, она завершится построением коллаптирующего течения. Моя субъективная оценка вероятности такого исхода — около 15%. Но может быть, эти исследования помогут нам понять, почему коллапс невозможен (85%).

Вычислители довольно регулярно сообщают о коллапсах течений, наблюдаемых в компьютерных экспериментах. Таким  результатам трудно доверять. Свойство глобальной регулярности отнюдь не является свойством общего положения (generic),  и его можно сохранить при аппроксимации, лишь приняв специальные меры. Скажем, в случае идеальной жидкости нужно, чтобы сохранялись интегралы энергии и другие интегралы системы, когда они есть, соблюдалось постоянство циркуляции скорости вдоль жидких контуров, сохранялась гамильтонова структура и т. д. Ошибки аппроксимации могут также нарушить действие тех неизвестных нам механизмов, работа которых как раз и обеспечивает глобальную регулярность. Пусть и очень точная, но грубая в этом смысле аппроксимация должна приводить к коллапсу (вспоминается Литтлвуд [8]: «Ну, конечно, всякая ошибка вызывает гравитационные волны.»). 

Если бы все-таки коллапс течений несжимаемой жидкости оказался возможен, то, конечно, это было бы весьма интересно для гидродинамики. Это означало бы, что исходная постановка основных задач неполна и должна быть дополнена условиями, позволяющими однозначно продолжить решение по времени после коллапса. Невозможно ведь усомниться в применимости общего физического принципа причинности к несжимаемой жидкости. 

3.  Общая теория устойчивости движений жидкости

Термин «устойчивость» чрезвычайно перегружен, — имеется множество различных определений. Сейчас я имею в виду устойчивость по Ляпунову, а также асимптотическую устойчивость по Ляпунову (эпитет «асимптотическая» часто опускается).

Существует грандиозный образец для теории устойчивости течений жидкости или вообще сплошной среды. Это теория устойчивости решений конечных систем обыкновенных дифференциальных уравнений, основы которой были заложены А.М. Ляпуновым. Первыми продвижениями в теории устойчивости по Ляпунову для бесконечномерных систем мы обязаны М. Г. Крейну [9].

Ляпунов различал два подхода к исследованию устойчивости движения. Первый из них основан на исследовании линеаризованных уравнений. Согласно доказанным Ляпуновым теоремам о законности линеаризации, во многих случаях результаты об устойчивости или неустойчивости, полученные для линеаризованных уравнений, переносятся и на нелинейные уравнения. Лишь в особых, критических, случаях линейное приближение оказывается недостаточным, и приходится привлекать дополнительную информацию о характере нелинейности. Проблема нелинейной устойчивости в основных критических случаях была детально изучена самим Ляпуновым и его последователями. Замечу, что наиболее полные результаты получены лишь для стационарных и периодических движений.  В современной теории остаются актуальными, даже для обыкновенных дифференциальных уравнений, проблемы устойчивости более сложных типов движений (начиная с почти-периодических), а также и критические случаи устойчивости стационарных и периодических режимов в условиях сильного вырождения.

В динамике вязкой жидкости, по крайней мере, несжимаемой, сейчас ситуация примерно такая же как и в теории ОДУ. Полугрупповая трактовка уравнений Навье-Стокса вместе с теорией вложения функциональных пространств и достаточно изощрённой техникой оценок интегральных операторов позволили перенести основные результаты Ляпунова и в математическую гидродинамику [10]. 

Развитая теория охватывает широкий класс нелинейных систем уравнений с частными производными параболического типа, так что в нее непринужденно включаются гидродинамические проблемы с учетом различных процессов диффузии — тепла, примесей, электромагнитного поля.

Наличие диссипации, и притом достаточно сильной, оказывается весьма существенным в этой теории. Если такая диссипация имеется, то утверждение о законности линеаризации распространяется и на некоторые уравнения гиперболического типа, скажем, на задачи теории вязко-упругих пластин  и оболочек. Результаты, полученные на этом пути для идеальной жидкости [11],  менее определенны и далеко еще не полны. 

Второй метод Ляпунова, называемый также прямым, основывается на использовании функций (функционалов) Ляпунова, то есть таких функций, которые монотонно изменяются со временем на любых движениях системы. При выполнении надлежащих ограничений на функцию Ляпунова и ее производную по времени в силу заданных уравнений движения получается устойчивость, асимптотическая устойчивость или неустойчивость основного движения.

В приложениях метода главным остается вопрос об отыскании надлежащих функций Ляпунова. Лишь для некоторых частных классов уравнений известны регулярные способы построения таких функций. Например, в принципе всегда можно найти такую квадратичную форму, которая является функцией Ляпунова, в случае асимптотической устойчивости линейного автономного дифференциального уравнения. Апробированной функцией Ляпунова в задаче об устойчивости равновесия натуральной консервативной системы является потенциальная энергия. Вместе с тем, во многих случаях функцию Ляпунова не удается найти, несмотря даже на то, что устойчивость или неустойчивость уже установлена другим методом. Особенно трудно бывает находить подходящие функции Ляпунова для доказательства неустойчивости.

Замечу, что во многих случаях знание надлежащей функции Ляпунова позволяет не только установить факт устойчивости или неустойчивости, но и дать численные оценки близости возмущенного движения к основному, его затухания или роста. Кроме того, знание функции Ляпунова для данного уравнения позволяет установить устойчивость или неустойчивость и для близких уравнений. Поэтому имеет смысл постараться разработать способы эффективного поиска функций Ляпунова хотя бы в тех случаях, когда их существование не вызывает сомнений. Имеется ряд “обратных теорем” теории устойчивости (Персидский и др., см. [12]), утверждающих существование функции Ляпунова с надлежащими свойствами, когда ответ на вопрос об устойчивости или асимптотической устойчивости известен.

Новейшее развитие второго метода Ляпунова применительно к течениям невязкой жидкости  связано с важными работами В.И. Арнольда 60-х годов [1, 2]. В этих работах для довольно широкого класса течений жидкости построение функции Ляпунова связано с вариационным принципом для стационарных движений. В результате получились строгие и эффективные в применениях признаки устойчивости по Ляпунову, правда, лишь для плоских или осесимметричных течений.

Гораздо сложнее обстоит дело с признаками неустойчивости. Во-первых, выяснилось, что ответ на вопрос об устойчивости существенно (crucially) зависит от выбора метрики в фазовом пространстве системы [5, 6, 13]. Из-за того, что для многих двумерных течений градиент вихря со временем неограниченно возрастает, оказывается, что почти все плоские стационарные движения неустойчивы в метрике, включающей максимум модуля градиента вихря. Этот эффект потери гладкости еще сильнее в трехмерном случае — неограниченно возрастает сам вихрь. Таким образом, имеет смысл вести речь лишь об устойчивости течения идеальной жидкости в достаточно слабых метриках (нормах). Среди немногих фактов о неустойчивости в слабых нормах заслуживают упоминания результаты В. А. Владимирова [14, 15], полученные с привлечением вириалов.

Подведу итоги. В общей теории устойчивости движения вязкой жидкости мы располагаем ответами на первые фундаментальные вопросы. Здесь можно ожидать дальнейшего плавного развития, связанного с исследованием течений в неограниченных областях, усложненных гидродинамических моделей, расширения применяемого набора функционалов Ляпунова для исследования асимптотической устойчивости и неустойчивости конкретных классов течений.

Идеальная несжимаемая жидкость в гораздо большей мере, чем вязкая, проявляет свою бесконечномерную природу. В результате в данной области до сих пор больше вопросов, чем ответов. Неизвестно, существуют ли устойчивые трехмерные стационарные течения. Быть может, таковым является состояние покоя или твердотельное  вращение, но пока неизвестно даже, как определить глобально по времени решения уравнений Эйлера, «близкие к твердому вращению» (некоторые позитивные результаты в этом направлении получены совсем недавно в работах А. Бабина, А. Махалова, Б. Николаенко [16] для случая быстрых вращений).

В задаче устойчивости (именно устойчивости!) течения  идеальной жидкости метод линеаризации заведомо неприменим, так как здесь всегда имеет место критический случай. Экспоненциальная неустойчивость по линейному приближению, казалось бы, должна давать и нелинейную неустойчивость. Именно так обстоит дело в конечномерном случае. В гидродинамике, однако, на эту тему известна лишь содержательная работа С. Фридлендер, В. Страусса и М. Вишика [11], которая все-таки совсем не исчерпывает проблемы. Во-первых, в этой работе наложены трудно проверяемые и, наверняка, ненужные ограничения на спектр. Во-вторых, что еще существеннее, неустойчивость получается лишь в очень сильных нормах. А мы видели, что в случае сильных норм неустойчивость имеет место, по существу, всегда. И зачем тогда нужны ограничения на спектр?

Мне остается заметить, что общая теория считает задачу решенной, если дело сведено к «проблеме низшего уровня» — скажем, к установлению тех или иных свойств спектра линеаризованной задачи, либо доказательству положительной определенности квадратичного функционала. Однако, отсюда до конкретных гидродинамических результатов необходимо сделать еще один шаг, и как правило, даже более трудный. Проверка условий теорем общей теории устойчивости сама по себе есть проблема спектральной теории  дифференциальных операторов.

4. Методы спектральной теории линейных операторов в гидродинамической теории устойчивости и бифуркаций

Пожалуй, линейная алгебра и ее бесконечномерное обобщение — теория линейных операторов — это та область математики, в которой получаются самые глубокие результаты. Вряд ли где-нибудь еще в математике реализованы столь сложные и многошаговые построения, раскрывающие глубоко скрытую суть явлений. Проблемы гидродинамической теории устойчивости и теории бифуркаций течений жидкости постоянно выдвигают перед спектральной теорией дифференциальных операторов вызовы, которые на сегодняшний день в очень сильной мере остаются без ответа.

Первый источник проблем спектральной теории — задача о малых колебаниях жидкости вблизи известного стационарного режима. Иными словами, это линеаризованная задача об устойчивости стационарного течения. В случае ньютоновской вязкой жидкости, заполняющей ограниченную область, существование счетного набора собственных значений и полнота соответствующей системы нормальных колебаний известны (С.Г. Крейн, 1953 [17], см. также [10]). Этот результат выводится из классической теоремы М.В. Келдыша. Оказывается, в данной ситуации может существовать не более конечного числа растущих мод, так что неустойчивость носит конечномерный характер. Именно это сближает проблему устойчивости течений вязкой жидкости с аналогичными конечномерными проблемами. В случае течений в неограниченных областях, и в еще большей мере для невязкой жидкости, проявляются чисто бесконечномерные эффекты. Прежде всего, они связаны с существованием непрерывного спектра (К. И. Бабенко [18], Л. И. Сазонов [19]).

Думаю, что дальнейшее исследование структуры спектров малых колебаний в различных ситуациях приведёт к новым открытиям и в спектральной теории, и в динамике жидкости.

Иного рода спектральные задачи возникают при исследовании смены устойчивости известных стационарных или периодических режимов, зависящих от параметров, скажем, числа Рейнольдса, числа Рэлея и т. д. В этом случае требуется найти такие значения этих параметров, называемые критическими, для которых спектр малых колебаний содержит точки мнимой оси. Таким точкам спектра отвечают нейтральные — не затухающие и не растущие со временем моды. По физическому смыслу задачи эти критические значения должны быть вещественными собственными числами соответствующих спектральных задач.

Хорошо известно, что уже проблема вещественных корней вещественного полинома или вещественных собственных значений вещественной матрицы намного сложнее аналогичных комплексных проблем. Хотя в конечномерном случае эти проблемы в принципе решаются, — доказана их алгебраичность и построены алгебраические критерии, но в конкретных ситуациях, для достаточно больших матриц, бывает отнюдь не легко прийти к определенным результатам. В настоящее время не существует общей  вещественной  спектральной теории.

В гидродинамической теории устойчивости нет общих критериев существования критических значений. Они и не всегда существуют. Например, течение Пуазейля в круглой трубе, как это надежно установлено многочисленными натурными и компьютерными экспериментами, остается устойчивым для всех чисел Рейнольдса. Соответствующий строгий результат, однако, отсутствует (в литературе имеется некоторое количество работ с ошибочными доказательствами). Лишь изредка в данной проблеме оказывается возможным применить теорию самосопряженных операторов. Иногда результат можно получить при помощи теории положительных (относительно некоторого конуса в соответствующем банаховом пространстве) операторов. Ряд результатов, например, для вращательного течения вязкой жидкости между цилиндрами  (проблема Куэтта-Тейлора) достигается применением теории осцилляционных операторов Келлога-Крейна-Гантмахера. Некоторые трудные задачи о критических значениях (вращательные течения при знакопеременной угловой скорости) были решены сравнительно недавно при помощи нового метода, связанного с проблемой моментов и одномерными возмущениями линейных операторов [20, 21,22].

В теории критических значений имеется много нерешенных, очень красивых и волнующих гидродинамических задач. Назову  обоснование принципа монотонности в проблеме Куэтта-Тейлора (в литературе этот результат имеется, но доказательство ошибочно), проблема критических значений в случае периодических по времени ламинарных течений, проблема абсолютной устойчивости течения Пуазейля в круглой трубе, аналогичные проблемы для труб некруглого сечения; для последних уже следует уверенно ожидать наступления неустойчивости при переходе числа Рейнольдса через конечное критическое значение.

            Здесь стоит обсудить общий вопрос, что это означает вообще — решить гидродинамическую задачу. Вспоминается поучительный пример — проблема устойчивости течения Куэтта в канале. Это течение имеет линейный профиль скорости и кажется простейшим для анализа. И в самом деле, получается спектральная задача для уравнения Орра-Зомерфельда с линейными функциями в коэффициентах. В результате дисперсионное уравнение для определения спектра малых колебаний удается записать явно, с использованием лишь бесселевых функций и интегралов от них. По этому пути и пошли классики гидродинамики. Оказалось, однако, что течение Куэтта в канале — исключительный случай, оно остается устойчивым в малом при любом числе Рейнольдса. Сначала это было установлено рядом авторов посредством обширных лобовых компьютерных расчетов. В некотором смысле окончательный результат получил В. Романов [23], который при помощи скрупулезных оценок ограничил область возможной неустойчивости на плоскости параметров 
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 из не поддающейся оценкам ограниченной области неустойчивость тоже невозможна, он остроумным преобразованием уравнений привел задачу к доказательству некоторого неравенства для бесселевых функций. Это неравенство пришлось все-таки проверять численно. Последний расчет каждый может легко воспроизвести. Таким образом, устойчивость течения Куэтта в плоском канале можно считать установленной вполне надежно. Но можно ли считать задачу полностью решенной?

Занимаясь решением конкретной проблемы механики или физики, математик должен иметь в виду и более общий аспект. Идеальной представляется ситуация, когда для решения трудной прикладной задачи создается новый метод и доказываются новые общие теоремы. Тогда вместе с исходной задачей, уже с гораздо меньшими затратами труда, получают решение и многие близкие задачи. Обо всем этом я говорил, выступая на защите диссертации В. Романова в 1975 году. Высоко оценив его результаты, я все-таки высказал пожелание, чтобы работа здесь продолжалась. Наверняка  должна существовать общая теорема спектральной теории, из которой результат следовал бы красиво и естественно. Такая теорема должна заодно дать и решение, например, задачи об абсолютной устойчивости течения Пуазейля в круглой трубе. Чтобы объяснить эту мысль, я тогда привел пример матрицы
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Нетрудно, конечно, численно установить, что ее собственные числа вещественны. Можно даже при помощи строгих оценок доказать, что они и останутся вещественными при уточнении элементов матрицы добавлением значащих цифр. Но ведь при этом мы прохлопаем теорию самосопряженных операторов!

Прошло четверть века, но проблема до сих пор остается нерешенной, хотя кое-какие частные результаты были получены.

Я полагаю, что перечисленные задачи и им подобные настоятельно взывают о необходимости развития, по сути, новой области математики—бесконечномерной линейной (и полилинейной) алгебры. Нужно ли говорить, какие увлекательные перспективы ожидают здесь тех, кто решится этими проблемами заняться?

5. Бифуркации течений жидкости и сценарии возникновения турбулентности

Перед гидродинамической наукой где-то далеко впереди маячит великая цель — объяснить турбулентные течения жидкости и научиться вычислять их характеристики. Одним из несомненных и крупных достижений гидродинамики XX века на этом пути является освоение идей и методов теории бифуркаций применительно к течениям жидкости. При этом гидродинамика оказывает мощное обратное влияние на теорию бифуркаций, выдвигая новые вопросы и предъявляя повышенные требования к развитию самой математической теории. Здесь теория бифуркаций не является исключением, то же происходит всякий раз, когда к задачам динамики жидкости применяются те или иные математические идеи и методы.

Уже О. Рейнольдс (1883) связал смену режимов течения жидкости в трубе — ламинарного на турбулентный — с потерей устойчивости простого ламинарного течения Пуазейля. Дж. Тейлор (1921) провел экспериментальное исследование возникновения тороидальных вихрей (вихрей Тейлора) между вращающимися цилиндрами в результате потери устойчивости кругового течения Куэтта. Тейлор смог также численно определить то критическое значение числа Рейнольдса, которому отвечает этот переход. Помимо всего прочего, это было триумфальным подтверждением правильности самих уравнений Навье-Стокса. Разве могли бы неправильные уравнения точно описать столь тонкий эффект?

Простейшие бифуркации динамических систем, зависящих от вещественного параметра, встречаются, когда мы, меняя параметр, следим за характером движений системы вблизи известного равновесия. Вообще говоря, это равновесие зависит от параметра, хотя в условиях специальной симметрии естественно возникают ситуации, когда одно равновесие известно для всех значений параметра и от него не зависит. Как раз этот последний случай и имеет место для течения Пуазейля в трубе, течения Куэтта между вращающимися цилиндрами, а также в задаче о свободной конвекции жидкости в поле силы тяжести, в задаче Эйлера о выпучивании продольно сжатого стержня и во многих других интересных задачах физики.

В условиях общего положения возможны лишь две простейшие бифуркации. При первой из них равновесие, за которым мы следим, при критическом значении параметра исчезает, сливаясь с другим равновесием. Все происходит так же, как с корнями квадратного уравнения, когда при изменении его коэффициентов дискриминант меняет знак. По существу, для этой бифуркации неважно происхождение рассматриваемой системы, обобщение ведет к теории бифуркаций решений операторных уравнений. Но если все же речь идет об уравнении равновесий заданного дифференциального уравнения в банаховом пространстве, и если то равновесие, за которым мы следим, было асимптотически устойчивым, то второе равновесие — обязательно неустойчиво. 

Особый случай, когда при всех значениях параметра 

 одно равновесие известно, назовем эйлеровой бифуркацией, потому что впервые он встретился при исследовании «упругой устойчивости» сжатого стержня. Это равновесие назовем основным. Именно такой случай наиболее популярен и исследован в гидродинамике. 

При эйлеровой бифуркации в критический момент, при 

 происходит слияние трех равновесий. Здесь возможны два основных случая: 1) при 

 с основным равновесием сливается пара неустойчивых равновесий, существующих лишь в докритической области значений параметра. Докритической мы называем ту область, где основное равновесие асимптотически устойчиво, это либо полуинтервал 

, либо полуинтервал 

 при некотором 

. 2) при 

 с основным равновесием сливается пара устойчивых равновесий, которые существуют лишь в сверхкритической области, где основное равновесие неустойчиво. Замечу, что в случае течения Куэтта-Тейлора именно эта бифуркация происходит на специальном подпространстве периодических вдоль оси течений с дополнительной дискретной симметрией. Упомянутые два равновесия (стационарные течения) получаются одно из другого сдвигом вдоль оси на полпериода. Если отказаться от дополнительной симметрии, получится, что вторичные стационарные течения образуют однопараметрическое семейство (окружность) — орбиту действия группы сдвигов вдоль оси.

Некоторое время (вплоть до 60-х годов!) многие специалисты полагали, что в гидродинамике всегда имеет место именно эта бифуркация. Появился даже термин «принцип изменения устойчивости» (exchange of stabilities principle). Когда я в 1966 году рассказал И. М. Гельфанду о своих результатах по возникновению вторичных стационарных и автоколебательных периодических течений жидкости, он сказал, что до этого был уверен в справедливости общего принципа изменения устойчивости и именно поэтому потерпел неудачу при численном исследовании переходов в течениях жидкости.

Так вот, вторая простейшая бифуркация равновесия (стационарного движения) связана с колебательной неустойчивостью (переход пары комплексно-сопряженных собственных значений через мнимую ось из левой полуплоскости в правую) и приводит к ответвлению периодического по времени автоколебательного режима от данного равновесия. В фазовом пространстве системы такому режиму отвечает предельный цикл, открытый А. Пуанкаре. Эту бифуркацию правильно было бы называть бифуркацией Пуанкаре-Андронова-Хопфа, хотя ради краткости (а может, и по иным причинам), первые два знаменитых имени обычно опускают. Замечу еще, что при этой бифуркации с самим равновесием ничего особенного не происходит, ветвь равновесий гладко или даже аналитически продолжается через критическое значение параметра.

Мы видим, что в каждой из простейших бифуркаций, связанных с ответвлением от известного равновесия вторичных стационарных или автоколебательных режимов имеется два подслучая. Поведение системы в этих подслучаях резко различно. Когда вторичные режимы рождаются в сверхкритической области, они устойчивы и близки к потерявшему устойчивость равновесию. В этом случае теория прекрасно предсказывает результаты эксперимента, предоставляя простые аналитические формулы для вновь возникающих вторичных режимов. Именно такова ситуация в задачах свободной конвекции, Куэтта-Тейлора и некоторых других.

Когда вторичные режимы ответвляются от основного в докритическую область, получается, что после потери устойчивости основного режима система уже не может оставаться в его окрестности. Это жесткая неустойчивость, неустойчивость карандаша на острие. После потери устойчивости основного режима система уходит от него далеко, возможно, переходит в новый стационарный, периодический или стохастический режим. Это сложная ситуация для исследователя — всю работу надо начинать заново. Такова ситуация для течений в каналах, а в особом случае плоского течения Куэтта, как и для течения Пуазейля в круглой трубе, ситуация осложняется еще и тем, что для этих течений, по всей видимости, критическое значение числа Рейнольдса равно (. Переход в таких случаях должен описываться асимптотической теорией бифуркаций, а таковой еще не существует.

Описанные две простейшие бифуркации довольно полно изучены для многих гидродинамических ситуаций: для течения Куэтта-Тейлора, течения Пуазейля в плоском канале, для многих задач о свободной гравитационной конвекции (см. [24]).

Вместе с тем, развитие строгой математической теории даже этих простейших переходов встречается с немалыми трудностями. Главная из них, относится, пожалуй, к спектральной теории линейных дифференциальных операторов. До тех пор пока соответствующие разделы этой теории не будут достаточно хорошо развиты, гидромеханики будут вынуждены для каждого нового течения проделывать огромную вычислительную работу. Например для течения Куэтта-Тейлора справедливость принципа изменения устойчивости не вызывает сомнений. Однако эта уверенность держится в основном на обширных и многократно проверенных численных расчетах. Особенно обидная часть этой работы была связана с проверкой невозможности колебательной неустойчивости. Такой работы можно будет избежать, когда мы научимся доказывать принцип изменения устойчивости в тех случаях, когда он на самом деле применим. Для течения Куэтта-Тейлора, в отличие от задачи свободной конвекции, мы этого до сих пор не умеем делать. Имеющиеся на эту тему публикации, к сожалению, ошибочны. Впрочем, как говорит опыт, из-за недостаточной квалификации издателей в математической литературе можно найти (неправильные) решения всех великих задач,  особенно задач на доказательство — и гипотезы Римана, и глобальной разрешимости основных начально-краевых задач для системы Навье-Стокса, и др.

Во избежание недоразумений, ещё раз подчеркну, что течение Пуазейля в круглой трубе оказалось особым. Все говорит за то, что оно остается устойчивым при всех значениях числа Рейнольдса, не претерпевает никаких бифуркаций. Явление перехода к турбулентному течению, открытое Рейнольдсом, связано, по всей видимости, с тем, что при неограниченном увеличении числа Рейнольдса область устойчивости в фазовом пространстве стягивается к точке — течению Пуазейля. В итоге даже самые малые возмущения течения, всегда присутствующие в эксперименте, оказываются недостаточно малыми, и течение Пуазейля разрушается.

 Нарисованная здесь картина все еще ждет адекватной математической теории. Несомненно, все вполне аналогично и для плоского течения Куэтта. Настоящая теория должна непринужденно трактовать оба эти случая. Нужно ли добавлять, что в литературе можно найти неправильные доказательства и указанных выше фактов. Как говорил Ф. Рабле, «каждый добропорядочный гражданин должен верить всему, что ему говорят и что напечатано». В математической гидродинамике этот принцип, как видим, следует применять с оглядкой.

Хотя жидкость есть бесконечномерная система, уравнения Навье-Стокса во многом ведут себя как обыкновенные дифференциальные уравнения — во всяком случае до тех пор, пока рассматриваются течения в ограниченной области. Бесконечномерные эффекты начинают проявляться, когда мы переходим к неограниченным областям, и еще в гораздо большей степени при исчезающей вязкости, когда мы переходим к уравнениям Эйлера. В проблеме бифуркаций течений жидкости, да и вообще в теории бифуркаций, специфически бесконечномерные эффекты почти не исследованы, я думаю, еще и не открыты. Упомяну здесь лишь большую проблему селекции стационарных, периодических и иных вторичных режимов. 

Когда период 
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 вдоль оси цилиндров фиксирован, для вихрей Тейлора получается проблема течения в ограниченной области, в части полости между цилиндрами длиной 
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 таких волновых чисел, которым отвечают вихри Тейлора. Какой из них будет реализован в эксперименте? Это и есть проблема селекции, которая возникает всякий раз, когда исследуются переходы в трансляционно-инвариантных системах. Аналогичные, даже более сложные проблемы селекции встают перед нами, например, в случае конвекции слоя, подогреваемого снизу. Здесь уже приходится выбирать значение волнового вектора, отвечающего реальному вторичному режиму. Вообще же, для  симметричной системы встаёт проблема отбора параметров представления её группы симметрии.

Хотя проблеме селекции посвящено много работ (см. обзор А. В. Гетлинга [25]), до окончательных ответов еще далеко. Например, не объяснено, почему при некоторых экспериментах отбирается единственное волновое число вихря Тейлора, а при других условиях проведения опытов можно отбраковать лишь волновые числа около концов интервала существования вихрей Тейлора 
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. В таких опытах случайным образом может возникнуть вихрь Тейлора с любым волновым числом 
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Уже для простейших течений, о которых говорилось выше, чтобы получить достаточно полную  картину бифуркации, понадобилось  учесть свойства симметрии соответствующей динамической системы, порождаемой уравнениями Навье-Стокса вместе с краевыми условиями. В значительной мере именно задачи такого рода повели к созданию весьма обширной в настоящее время общей теории бифуркаций динамических систем, допускающих группу симметрии (В.А. Треногин, Б.В. Логинов [26], Д. Шеффер, М. Голубицкий, И. Стюарт [27] и др.)

Для гидродинамики и близких областей я полагаю наиболее перспективным на ближайшие годы развитие теории пересечения бифуркаций в системах с симметрией [28, 29]. В этой области до сих пор мало проэксплуатирована замечательная возможность изучить аналитически, вполне строгими методами, целые последовательности бифуркаций, включая развитие хаотических режимов.

В последнее десятилетие века была развита и доказала свою полезность теория косимметрии динамической системы [30]. В то время как наличие группы симметрии указывает на некоторую переопределенность системы, косимметрия, напротив, помогает выявить ее недоопределенность и обнаружить скрытые свободные параметры. Например, в задаче о плоской фильтрационной конвекции (в произвольной односвязной области!) наличие косимметрии приводит к существованию гладкого однопараметрического семейства стационарных вторичных режимов [30, 31]. Это семейство — цикл равновесий — не может быть орбитой действия никакой группы симметрии [32]. Косимметрии имеются и у уравнения Эйлера, а также в ряде других задач гидродинамики и магнитной гидродинамики. Можно надеяться, что их использование приведет к новым интересным результатам.

До сих пор я употреблял слово бифуркация скорее в старом смысле, речь шла об ответвлении новых стационарных и периодических режимов от известного равновесия при переходе параметра через критическое значение. В настоящее время, однако, в науке доминирует более широкое понимание бифуркации как изменения качественного поведения динамической системы, изменения топологических, аналитических, метрических свойств ее фазового портрета и характера движений. В этом плане бурный прогресс начался во второй половине 70-х годов, когда обнаружилось, что даже в системах малой размерности (начиная с 3-х!) уже возможны переходы, ведущие к возникновению очень сложных движений, напоминающих по своим свойствам стохастические. Развитая теория помогла объяснить наблюдения Э. Лоренца над системой 3-х дифференциальных уравнений, моделирующих свободную конвекцию (система Лоренца), и найти много новых систем с аналогичным и иным, но тоже очень сложным поведением. Ключевым понятием в этой сложной теории оказался странный аттрактор — притягивающее множество, которое не является подмногообразием, имеет дробную размерность, канторову структуру и т. д. Было объяснено, каким образом странные аттракторы могут образовываться в результате небольшого числа последовательных бифуркаций. Странные аттракторы довольно разнообразны, но не столь разнообразны, как можно было бы ожидать. Два главных механизма их возникновения — распад образующихся в системе негрубых гомоклинических структур и бифуркация неограниченного удвоения периода. Такого рода бифуркации (переходы) были найдены в натуральных и компьютерных экспериментах для многих гидродинамических систем, в том числе во всех случаях, упомянутых выше.

Нет никакой возможности вдаваться здесь глубже в эту область на границе естествознания и математики. Скажу лишь о характере добытых  к настоящему времени результатов. С одной стороны, имеется развитая строгая математическая теория бифуркаций и движений системы на аттракторе. С другой стороны, почти нет случаев, когда условия математических теорем были бы проверены на математическом уровне строгости. Опять мы встречаемся здесь с этим общим недостатком всех общих утверждений математики! Некоторая проверка проводится посредством вычислений на компьютере. Чаще всего работа здесь напоминает по своему характеру деятельность физиков-экспериментаторов и теоретиков. Идет обработка экспериментальных данных и сравнение  результатов с выводами теории. Некоторые видные математики стали даже утверждать, что такие серьезные проблемы и невозможно решать старыми методами, необходим компьютер. Я с этим, конечно, в корне не согласен и считаю, что строгое математическое обоснование многих известных ныне результатов теории бифуркаций применительно к конкретным физическим системам вполне возможно и выдвигает целый ряд актуальных математических проблем. Одну из них С. Смейл [33] включил в свой список математических проблем для XXI века. Под номером 14 в статье, цитированной выше, стоит вопрос, который я изложу несколько вольно: имеется ли в системе Лоренца аттрактор Лоренца? Настоящие задачи гидродинамики, конечно, еще сложнее, но у меня нет никаких сомнений, что уже имеющиеся у нас сейчас средства вполне позволяют взяться за такие проблемы с очень большими шансами на успех.

Некоторые физики поторопились отождествить теорию странных аттракторов  с теорией турбулентных течений. Такие взгляды изложены даже в последних изданиях известной книги Ландау и Лифшица, вышедших уже после смерти Ландау (думаю, великий физик этого бы не допустил). На самом деле, хотя странные аттракторы и возникают в гидродинамике, как и повсюду в нелинейной физике, до объяснения турбулентности всё ещё очень далеко. Кстати, я мало сомневаюсь, что отвергнутая большинством, и даже отчасти осмеянная, схема Ландау возникновения турбулентности (связанная с неограниченным возрастанием размерностей инвариантных торов, возникающих в системе Навье-Стокса) вполне может оказаться адекватной в некоторых гидродинамических системах, например, для течений в трубах.

Мне осталось хотя бы в нескольких словах охарактеризовать методы, которыми мы в данной области сейчас располагаем. Назову топологический метод (степень отображения Лере-Шаудера, теорема М.А. Красносельского о бифуркации), здесь остается актуальным распространение известных результатов на системы с симметриями, и особенно с косимметриями. Аналитический метод Ляпунова-Шмидта (это название, вместе с абстрактной схемой, применяемой ныне повсеместно, принадлежит М.М. Вайнбергу и В.А. Треногину [34]) позволяет сводить задачу ветвления к аналогичной проблеме для системы малой размерности, и в конечном итоге получать вторичные режимы в виде рядов по дробным степеням малого параметра 

, скажем, по степеням параметра 

. 

Метод центрального многобразия дает возможность свести исследование динамики системы вблизи равновесия или предельного цикла к исследованию той же системы на некотором подмногообразии малой размерности. Для исследования бифуркаций, приводящих к появлению сложных квазистохастических режимов, имеются лишь различные частные подходы, обычно требующие применения компьютеров. О методах спектральной теории уже была речь выше. Высказанная мною уверенность в возможности строгих математических результатов в теории бифуркаций течений жидкости в значительной мере базируется на твердой вере в большие возможности асимптотических методов, о которых речь пойдет дальше.

Я уже раньше говорил, что конкретные и важные для гидродинамики результаты получаются обычно применением целого ряда математических теорий различных уровней абстракции. Хочется продемонстрировать это хотя бы на одном (не самом сложном) примере задачи о вихрях Тейлора. Если ограничиться вращательно-симметричными течениями в областях, не содержащих оси вращения, то мы можем доказать теоремы существования и единственности для основной начально-краевой задачи. Нет препятствий и в исследовании свойств гладкости решения. Здесь применимы методы функционального анализа, оценки решений уравнений Навье-Стокса, основанные на уравнении энергии, неравенства для высших производных, которые в свою очередь получаются использованием исключительно глубоких результатов теории функций (теорема Марцинкевича о мультипликаторах рядов Фурье), теории сингулярных интегралов (С. Г. Михлин, А. П. Кальдерон, А. Зигмунд). Подчеркну, что важную роль здесь играет неравенство О. А. Ладыженской [35], которое и позволяет сделать решающий шаг от слабых решений Лере-Хопфа к регулярным. Между тем, когда речь идет о течениях без вращательной симметрии, приходится работать в условиях отсутствия глобальной теоремы существования.

Далее, применение принципа неподвижной точки Лере-Шаудера позволяет установить глобальную теорему существования стационарных движений. Проверка условий этого принципа требует сведения краевой задачи к операторному уравнению с вполне непрерывным оператором в гильбертовом пространстве. Доказательство вполне непрерывности получается с помощью теоремы о вполне непрерывности оператора вложения (Ф. Реллих, С.Л. Соболев, В. И. Кондрашов). Априорная оценка стационарного решения выводится с использованием энергетического равенства отнюдь не тривиальными рассмотрениями. Полученная таким образом теорема существования носит довольно общий характер — не нужна вращательная симметрия, можно рассматривать контейнеры общего вида, вихревые массовые силы и т. д. Увы, эта общая теорема существования ничего не дает непосредственно в проблеме Куэтта-Тейлора. Она гарантирует существование, по крайней мере, одного решения, а уж одно-то решение — течение Куэтта заведомо существует.

Чтобы установить существование вторичного стационарного решения, нужно найти вещественное собственное значение линеаризованной на течении Куэтта стационарной задачи и доказать его простоту или хотя бы нечетнократность. Тогда нужный результат последует из теоремы Красносельского. В случае, когда цилиндры вращаются в одну сторону, задача приводится к интегральному уравнению с осцилляционным ядром. Я всегда считал теорию осцилляционных матриц и ядер лучшим произведением великого математика М.Г. Крейна и был счастлив однажды услышать от С.Г. Крейна: «Брат тоже так считает».

Однако в случае, когда цилиндры вращаются в разные стороны, аналогичный результат об ответвлении вихрей Тейлора удалось получить лишь применением совершенно нового метода в спектральной теории [20–22].

Детальное исследование характера первой бифуркации от течения Куэтта к вихрям Тейлора, а также и устойчивость вихрей Тейлора до сих пор не удалось провести вполне строго. Прежде всего, здесь мешает отсутствие доказательства принципа изменения устойчивости. Думаю, здесь уместно заметить, что общие теоремы функционального анализа, теории бифуркаций, теории устойчивости являются скорее планами действий, а проведение этих планов в  жизнь, получение конкретных результатов о конкретных уравнениях в любом серьезном случае является, по сути, проблемой другой теории низшего уровня абстракции. Такого рода проблемы отнюдь не легче, а, как правило, много труднее, чем общие теоремы. И хотя для вихрей Тейлора, например, необходимые результаты установлены при помощи компьютерных вычислений, все еще необходима большая работа математиков, в частности, в области спектральной теории краевых задач. Добытые большим трудом гидромехаников результаты дают гипотетические формулировки еще не доказанных теорем и должны принести значительную пользу математической теории. Когда эти общие теоремы будут доказаны, они должны в свою очередь вернуться в гидродинамику и помочь в решении новых задач.

6. Асимптотические методы в динамике жидкости

Несколько расплывчатый термин «асимптотические методы» объединяет классические методы Лапласа, стационарной фазы, перевала — для оценки интегралов, содержащих большой параметр, метод пограничного слоя для исследования дифференциальных уравнений с большим параметром при всех или части старших производных, различные варианты метода осреднения для дифференциальных уравнений, содержащих быстро колеблющиеся коэффициенты или свободные члены. Можно еще назвать методы многомасштабных разложений, ряд специальных методов для уравнений с медленно меняющимися параметрами, для уравнений с сингулярностями и т. д.

Обычно понятие асимптотики некоторой функции ассоциируется с достаточно простым и явным ее выражением, которое становится тем точнее, чем ближе ее аргумент к некоторому предельному значению. Если, например, функция 

 задана на луче 

, то естественно возникает вопрос о двух асимптотиках — при 

 и при 

. Лишь знание этой асимптотики  позволяет в определенном смысле завершить решение задачи о вычислении функции 

. Например, когда нужно вычислить функцию Бесселя с заданной точностью, то достаточно ее протабулировать на некотором конечном отрезке, столь длинном, что для значений аргумента вне его известные асимптотические формулы обеспечивают заданную точность.  На самом деле, понятие асимптотики гораздо шире. Заметим, во-первых, что даже сходящиеся степенные ряды, начиная с Ньютона, на практике используются скорее как асимптотические разложения. Иногда мы увеличиваем число членов ряда до достижения нужной точности (здесь нужна сходимость), но чаще мы ограничиваемся определенным числом членов ряда (обычно одним-двумя) и рассматриваем столь малые значения аргумента, что эти удерживаемые члены дают хороший результат. В последнем варианте сходимость ряда не нужна, а нужно лишь, чтобы ряд был асимптотическим разложением.

Во-вторых, зачастую мы имеем дело с функциями, которые определены как решения дифференциальных уравнений. Тогда важно не столько получить для них явные формулы, сколько добиться упрощения определяющих функцию уравнений. Иногда это упрощение сводится попросту к вычёркиванию некоторых слагаемых, но в иных случаях уравнения могут стать даже более громоздкими. Суть упрощения, конечно, в том, что  асимптотические уравнения уже не содержат больших или малых параметров, а потому становятся доступными  для прямого численного анализа.

Нелишне ещё заметить, что дифференциальные уравнения могут иметь решения с совершенно различным асимптотическим поведением в одном и том же предельном случае. Соответственно возникает не одна, а несколько асимптотических форм первоначальной задачи..   

А в-третьих, иногда, и притом в самых интересных случаях, предельное поведение функции оказывается столь сложным, что необходимо бывает существенно изменить наш подход и перейти к ее вероятностному описанию. Это означает, что мы отказываемся рассматривать значения исследуемой функции в отдельных точках и переходим к изучению ее средних значений, функций распределения, корреляций и т. п.

В гидродинамике интересующие нас скорость, давление, температура, концентрация примеси и т. д. зависят от точки пространства 

, от времени 

, а также от ряда параметров. В случае несжимаемой жидкости главный из них — число Рейнольдса 

. Имеются еще геометрические параметры, определяющие область течения (радиус шара, отношение сторон прямоугольника и т. п.), «бесконечномерный параметр» — начальное поле скорости, а возможно также коэффициенты диффузии тепла и примеси, магнитное число Рейнольдса и т. п. Теперь я попытаюсь кратко описать возникающие в гидродинамике асимптотические проблемы и современное состояние их решения.

А)  Асимптотики по времени и пространственным переменным.

Асимптотическое поведение движений при 

 составляет главный предмет качественной теории дифференциальных уравнений и эргодической теории динамических систем. Это поведение может быть очень сложным, о чем я уже немного говорил в разделе 5 и буду еще говорить в следующем разделе 7. В большинстве случаев мы не располагаем сколько-нибудь явными асимптотиками.

Некоторое исключение составляют движения вблизи стационарного или периодического режима в системах общего положения. К последним в данном контексте можно отнести уравнения параболического типа, уравнения Навье-Стокса в ограниченной области, но не уравнения Эйлера. Если такой режим асимптотически устойчив, то при малом начальном отклонении от него последующее движение асимптотически описывается решением линеаризованных уравнений. При больших 

 ведущий член асимптотики, в принципе, легко определяется. Если нет вырождений, то это попросту 

, где 

  — собственное значение с наименьшей действительной частью (медленнее всех затухающая мода), 

 — соответствующий собственный вектор (периодическая вектор-функция в случае периодического режима). Нетрудно получить и следующие члены асимптотики. Впрочем, они дают уточнение лишь для очень больших 

. Даже в случае неустойчивого стационарного или периодического режима описанная асимптотика может быть построена для движений на так называемом сжимающемся подмногообразии конечной коразмерности [10]. 

Исследование поведения решений начально-краевых задач при малых 
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, построение асимптотики  при  
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, довольно неожиданно оказывается и непростым, и интересным, и практически очень важным делом. Трудности возникают, во-первых, оттого, что начальные данные могут быть разрывными. Тогда для уравнений Навье-Стокса необходимо проследить за сглаживанием этих разрывов, а в случае уравнений Эйлера — за их распространением. А во-вторых, разрывы могут возникать из-за несогласованности заданных начальных и граничных полей — как известно, даже для параболических уравнений гладкость решений имеет место лишь при выполнении сильных условий согласования. При численном решении начально-краевых задач указанные нарушения регулярности обязательно должны быть особо учтены в самом начале счета, потому что обычно используемые разностные схемы ориентированы на достаточно гладкие решения. Хотя эти вопросы как-то уже решены вычислителями, здесь, я полагаю, имеется немало интересных проблем для математиков. Хочется обратить внимание на неожиданную, несколько фантастическую, связь между асимптотиками при  
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 для обычного уравнения теплопроводности. Аналогичные результаты для системы Навье-Стокса мне неизвестны. Думаю, что углубленное изучение асимптотик при 
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 есть определенный резерв для увеличения эффективности численных методов в гидродинамике.

Интересные задачи «нормальной трудности»  возникают, когда рассматриваются стационарные или периодические решения в неограниченных областях. Новые явления здесь связаны с появлением непрерывного спектра. 

Для течений в неограниченных областях важно бывает исследовать их поведение при 

. Известны красивые асимптотики решений системы Навье-Стокса в случае обтекания тела конечных размеров (Р. Финн, Д. Р. Смит [36], К. И. Бабенко, М. Н. Васильев [37], Л. И. Сазонов [38]). Для течений в трубах, когда они затухают на бесконечности, получаются экспоненциальные асимптотики. Если же течение в трубе не затухает на бесконечности, его асимптотическое поведение может быть периодическим, почти периодическим, а может быть и хаотическим. Здесь имеются лишь отдельные результаты, однако, вдохновляющая аналогия между осевой пространственной переменной и временем до сих пор недостаточно проэксплуатирована.

B) Медленные течения.

Когда движение вязкой несжимаемой жидкости происходит в ограниченной области, и на границе задана скорость, при достаточно малых числах Рейнольдса на все основные вопросы имеются простые ответы. Начально-краевая задача для системы Навье-Стокса глобально разрешима, решение при гладких начальных данных и гладкой границе регулярно. При этом существует единственное стационарное движение, к которому стремятся при 
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 все движения жидкости. Допускается наличие достаточно малых вихревых массовых сил. Аналогичные результаты имеют место для периодических, а также и для ограниченных по времени данных.

Вот так благополучно начинается математическая гидродинамика. Зато следующий вопрос о том, что будет при средних и больших числах Рейнольдса, оказался необычайно трудным.

Могло бы показаться, что динамика медленных движений жидкости совсем неинтересна. Но это отнюдь не так!

Во-первых, до сих пор не доведено до конца исследование асимптотики при 
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 для внешних задач. Впечатляющие результаты И. Праудмена и Дж. Пирсона [39, 40] по обтеканию круга и шара, обнаружившие своеобразные асимптотические явления вдали от обтекаемого тела, до сих пор не получили строгого обоснования и должного обобщения. Интересные асимптотики могут получиться не только для областей, внешних по отношению к ограниченному телу, но и для иных неограниченных областей, например,  для цилиндра, конуса, параболоида.

Во-вторых, сравнительная простота медленных движений жидкости позволяет довольно далеко продвинуться в исследовании проблемы движения тел в жидкости. Здесь имеется немало красивых точных решений, целый ряд интересных результатов получен в проблеме устойчивости движения. Обо всем этом рассказано в увлекательной книге Дж. Хаппеля и Г. Бреннера [41].

Гидродинамика малых чисел Рейнольдса является хорошей основой для таких интересных областей физики как теория движения суспензий, теория фильтрации жидкости в пористых средах и др.

Можно предвидеть интересные применения гидродинамики малых чисел Рейнольдса в проблеме движения бактерий и особенно их колоний в воде. Характерной чертой этой проблемы является наличие самодвижущей силы. Бактерия передвигается в воде посредством движений крылышекфладжелл. Можно предположить, что при описании эволюции колонии бактерий окажется достаточной простая модель системы большого числа материальных частиц с достаточно простым законом действующих на них сил. Предварительный численный эксперимент показал, что движение одной такой частицы может оказаться довольно сложным. Интересно написать соответствующие феноменологические уравнения для средних и применить их к движениям колоний бактерий. Подобные исследования ведутся (Т. Педли и Дж. Кесслер [42]) и накоплен немалый экспериментальный материал. Мне кажется, однако, что более точный учет характера движений индивидуальной частицы-бактерии, скажем, в уравнении Фоккера-Планка, может существенно улучшить результаты.

С) Большие числа Рейнольдса, исчезающая вязкость, пограничный слой.

Построение асимптотики исчезающей вязкости есть, несомненно, главная задача гидродинамики, все еще очень далекая от удовлетворительного решения. Наряду с турбулентностью и глобальной разрешимостью, она относится к тому ряду тесно связанных между собой проблем, которые удовлетворяют критерию С. Смейла: не только ее частичное решение, но даже и размышления над ней могут иметь огромное значение для развития математики и гидродинамики XXI века. Любопытно отметить, что по этой проблеме, по-видимому, нет ошибочных работ — правильный результат неизвестен, а опровергнуть ошибочный результат гораздо легче, чем неправильное доказательство верного результата.

Когда неизвестно, как подступиться к проблеме, Д. Пойа рекомендовал «работать около» — рассматривать упрощенные частные случаи, решать близкие задачи, смягчать формулировку проблемы. Такого рода работа идет непрерывно и, можно надеяться, в конце концов, приведет к долгожданным результатам. 

Трудами Л. Прандтля и его последователей создан один из важнейших разделов гидродинамики — теория пограничного слоя. Среди ее достижений исключительно важный для практики расчет сопротивления крыла при движении в воздухе. Теории пограничного слоя Прандтля посвящено множество прекрасных работ, книги Г. Шлихтинга [43] и Л. Г. Лойцянского [44]. Найдено много интересных точных решений, проведен групповой анализ (Л. В. Овсянников и др.), получен ряд строгих математических результатов (К. Никель, О. А. Олейник и др. [45]).

Вместе с тем, остается незаполненным пробел между уравнениями Навье-Стокса и уравнениями Прандтля. Значительные трудности связаны с явлением отрыва пограничного слоя, из-за которого остается неизвестным, на какой части твердой границы он образуется. Нет удовлетворительного исследования поведения жидкости за точками или линиями отрыва, в турбулентном следе за обтекаемым телом. Неизвестно, как определять потенциальное течение вдали от тела. Фактически для этого нужно решать задачу потенциального обтекания некоего неизвестного заранее воображаемого тела, ограниченного частью известной твердой границы и струями, возникающими в точках отрыва. Трудность усугубляется еще и тем обстоятельством, что в жидкости при больших Рейнольдсах могут образовываться «внутренние пограничные слои», лучше бы называть их асимптотическими слоями. Озеен в своей замечательно красивой математической работе решил аналогичную проблему, но не для уравнений Навье-Стокса, а для уравнений, полученных линеаризацией около однородного потока (уравнения Озеена). Похоже, что для полных уравнений Навье-Стокса ответы на все три вопроса — отрыв, движение в следе, потенциальное обтекание — должны получаться одновременно путем решения сложной (составной) краевой  или начально-краевой задачи с неизвестными границами. Было сделано немало попыток разрешить эту проблему, однако, лишь с частичным успехом.

Таким образом, последовательный вывод асимптотики обтекания твердого тела при исчезающей вязкости на основе уравнений Навье-Стокса без использования дополнительных гипотез и эмпирических данных остается одной из самых волнующих проблем гидродинамики. Особый драматизм ситуации придает то обстоятельство, что пока совершенно неясно, каким образом можно было бы провести обоснование подобной асимптотики, даже если бы  она была совершенно точно известна. Методы, которыми мы располагаем в настоящее время, заведомо не позволяют оценить степень близости течений при очень малых вязкостях.

Уравнения пограничного слоя Прандтля нелинейны, с некоторой натяжкой их можно отнести к классу вырожденных параболических уравнений. Они возникают не только при изучении движения жидкости около твердых границ, но и при исследовании эффекта малой вязкости на течение с разрывом скорости вдоль некоторой поверхности. Можно сказать, что это случаи сильных разрывов и сильных пограничных слоев. Гораздо доступнее те проблемы, в которых уравнения пограничного слоя линейны. Таковы задачи об эффекте малой вязкости на движения свободных границ, а также задача о пограничном слое на проницаемой стенке, сквозь которую жидкость вытекает из контейнера. К тому же разряду относятся и задачи о пограничном слое на линии разрыва вихря при непрерывной скорости. Ряд задач такого рода был довольно полно исследован (Л. С. Срубщик, В. И. Юдович [46], В. А. Батищев, В. В. Пухначев [47]). Упомяну еще аналогичные задачи о диффузионных пограничных слоях, а также о пограничных слоях, возникающих при высокочастотных вибрациях и гидродинамическом ударе. О последних еще пойдет речь далее.

D) Высокочастотные колебания и гидродинамический удар. Метод осреднения.

Теория потенциальных течений, одна из самых красивых и законченных в гидродинамике, не будучи способной решить проблему обтекания твердого тела, к счастью, имеет всё-таки свою область применимости, пусть и довольно узкую. Она адекватно описывает течения, вызванные высокочастотными воздействиями или ударом по погруженным в жидкость твердым телам. Связанные с этой теорией понятия присоединенной массы и присоединенных моментов инерции тела прочно входят в систему представлений гидромеханика и отлично работают на практике. 

Общим у этих задач является наличие малого масштаба времени. Это время импульсивного воздействия в случае удара и период колебаний тела или внешней силы в случае высокочастотной вибрации. Конечно, вибрации не обязательно периодичны, но уже для почти-периодических вибраций возникает ряд осложнений, с которыми теория еще не вполне справилась.

Сравнительно недавно выяснилось, что эффективность теории потенциальных течений в указанных двух случаях связана с тем, что они дают правильную асимптотику в пределе бесконечно больших частот, либо бесконечно малого времени импульсного воздействия. Говоря точнее, истинное течение (таковым мы считаем решение системы Навье-Стокса) потенциально всюду, кроме узкого слоя около твердой границы или свободной поверхности. Течение же в этом пограничном слое, к счастью, описывается линейными уравнениями, которые допускают стандартное общее решение.

Хотя в известном смысле эту область можно считать законченной, определенное развитие продолжается. Появляются новые точные решения задач удара и вибрации, изучаются новые асимптотики задач теории потенциала, скажем, в случаях большой  или малой глубины слоя жидкости, случаи удара близко расположенных или, напротив, удаленных твердых тел, тонких и толстых торов и т. д.

Более принципиальными представляются задачи с неизвестными границами, в частности, задачи об ударе с отрывом. Хотя известная теория эллиптических неравенств позволяет получить теоремы существования и единственности, до сих пор не сделан решающий шаг к конкретным гидродинамическим ситуациям. Лишь в плоском случае имеются классические результаты Л. И. Седова [48] и др., полученные мастерским применением теории функций комплексного переменного.

Дальше речь пойдет о высокочастотных вибрациях. В последние десятилетия многие задачи этого рода были эффективно решены методом осреднения. Первоначально этот метод был развит в теории обыкновенных дифференциальных уравнений (Ван-дер-Поль, Н. М. Крылов, Н. Н. Боголюбов, П. Л. Капица). Когда система подвергается высокочастотным воздействиям, во многих ситуациях происходит разделение движений: она совершает быстрые вибрации около некоторого плавного (среднего) движения. При этом удается вибрационную компоненту более или менее явно выразить через плавную, а затем, осреднив систему по быстрым вибрациям, получить замкнутую  систему уравнений для осредненной эволюции. 

Функция 
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 имеет нулевое среднее по времени для любого 
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, а функция 
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 имеет среднее, равное 
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. Таков механизм создания ненулевой средней силы посредством нелинейного взаимодействия вибраций. В результате в осредненных уравнениях исчезает зависимость от «быстрого времени» 
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, и появляется новая автономная виброгенная (вибрационного происхождения) сила.

Начиная с 50-х годов, метод стали применять и к системам уравнений в частных производных — в задачах теории упругости (М. Н. Челомей), свободной гравитационной конвекции [49] и т. д.

Одним из толчков к этому развитию послужила работа П. Л. Капицы о динамической устойчивости маятника с вибрирующей точкой подвеса, выполненная в старой доброй английской традиции: эксперимент, яркий эффект (устойчивое верхнее положение маятника), физически наглядная, без излишнего обобщения теория, описание перспектив дальнейшего применения. Интересно, что аргументы Капицы, будучи физически весьма прозрачны, не были поняты многими, даже и крупными математиками. Впрочем, теория становится частью математики, конечно же, лишь после ее строгого обоснования. Такая работа для уравнений параболического типа, уравнений Навье-Стокса и Обербека-Буссинеска для широкого класса задач уже проведена [50, 51].

Характерной чертой, объединяющей задачи о маятнике и о конвектирующей жидкости, является наличие связей, определяющих нетривиальную структуру конфигурационного пространства. В работе [52] применительно к таким системам разъяснен геометрический смысл метода осреднения и возникающих в осредненных уравнениях виброгенных сил. 

Пожалуй, главные нерешенные задачи в проблеме высокочастотной асимптотики относятся к сильным вибрациям. Это название я отношу к вибрациям, у которых амплитуда колебаний скорости неограниченно растет при 
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. Обычно метод осреднения применяют в случае, когда закон вибрации описывается функциями типа 
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 этой функции стремится к нулю, а амплитуда ее производной по 
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 равняется 
[image: image38.wmf]a

 и предполагается не зависящей от 
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. Сильное впечатление от опыта Капицы или опыта с вибрационной конвекцией как раз с тем и связано, что значительный динамический эффект достигается невидимыми глазу малыми вибрациями с амплитудой 
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. Когда же эта амплитуда не мала, эффекты конечно становятся сильнее и описываются, по-видимому, уже не дифференциальными осредненными уравнениями. Очень интересно вывести их и исследовать.

E) Длинноволновые и коротковолновые асимтотики

Метод осреднения, как и другие формы метода многих масштабов, применим и все шире применяется также и в случае пространственных колебаний. Широко распространенный, особенно в теории упругости, метод гомогенизации существенно помогает изучать среды с мелкомасштабными неоднородностями. Вся динамика жидкости, насыщающий пористую среду, основана на осреднении уравнений типа Навье-Стокса по микроскопическим порам в твердой или сыпучей среде. Именно на этом пути получается закон трения Дарси — основной в фильтрационной гидродинамике. 

Замечу, что метод многомасштабных разложений более универсален, чем метод осреднения, в нем операция осреднения не навязывается извне, а естественно возникает как условие разрешимости неоднородных уравнений (краевых задач), возникающих в процессе разложения. 

В классической динамике несжимаемой жидкости главное приложение метода осреднения, я полагаю, еще впереди. Как это предчувствовал еще О. Рейнольдс, осреднение должно занять важное место в теории развитой турбулентности. Правда, до сих пор мы продолжаем гадать, будет ли это осреднение по времени, по пространству, либо по некоей вероятностной мере, а может быть, какая-то их комбинация.

Теперь я упомяну некоторые направления в исследовании асимптотики длинных и коротких волн, развившиеся относительно недавно и приведшие к результатам, нередко весьма замечательным по своей наглядности и законченности.

Получены сильные достаточные признаки линейной неустойчивости стационарных течений идеальной жидкости и магнитогидродинамических течений (А. Лифшиц, Е. Хамейри [53–55], М. Вишик, С. Фридлендер [56–58]). Идеи здесь похожи на те, которые использовались ранее при переходе от уравнений Максвелла к геометрической оптике, а также при выводе квазиклассической асимптотики в квантовой механике. В идеальной жидкости сосуществуют движения всех масштабов, в том числе очень малых, которые были бы  подавлены ньютоновской вязкостью. Найденные асимптотики позволяют указать условия, обеспечивающие сильный рост коротковолновых возмущений стационарного режима.

Построены асимптотики решений уравнений Навье-Стокса, отвечающие воздействиям на жидкость, локализованным по времени и пространству (В. П. Маслов, С. А. Доброхотов, А. И. Шафаревич [59]). Среди них особенно интересны, хотя и затухающие, но очень долго живущие структуры. Пожалуй, авторы несколько поторопились отождествить найденные ими режимы с когерентными структурами в турбулентности. Однако определенное отношение к когерентным структурам они могут иметь, хотя бы в связи с применяемыми методами.

В  гидродинамике хорошо работает метод разложения по малому волновому числу 
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. Во многих случаях, по крайней мере, для пространственно периодических режимов он позволяет узнать условия неустойчивости, найти явные выражения для критических значений параметров, а также и для возникающих вторичных автоколебательных режимов [60, 61]. 

Иногда происходит некоторое смешение понятий длинноволновых и коротковолновых асимптотик: если одна волна много длиннее другой, то ведь вторая — много короче первой. Суть, однако, состоит в том, что коротковолновая асимптотика в обычном понимании связывается с методом стационарной фазы, а длинноволновая — скорее с методами типа ВКБ (WKBJ), относящимся к системам с медленно меняющимися (по времени и/или по пространству) параметрами. К слову сказать, метод стационарной фазы был изобретён Стоксом именно в связи с задачей об интерференции волн на поверхности  жидкости. 

Присутствие малого или большого параметра в системе далеко не всегда бывает заранее очевидным. Помимо параметров, явно фигурирующих в постановке задачи, в системе могут «свариваться» невидимые глазу большие или малые параметры, вместе с соответствующими асимптотическими эффектами. Примером может служить возникновение периодических режимов с неограниченно возрастающими периодами, когда явно входящий параметр стремится к некоторому конечному, внешне ничем не примечательному значению. Это явление происходит, когда предельные циклы «влипают» в гомоклинические структуры,  а также при бифуркации неограниченного удвоения периодов. 

Можно ожидать, что при неограниченно возрастающем числе Рейнольдса в течении реальной жидкости происходит взаимодействие структур с временными и пространственными масштабами, сильно различающимися по порядку величины относительно числа Рейнольдса. Долгие усилия построить асимптотическое описание подобных взаимодействий до сих пор не привели к вразумительным результатам. И все-таки у меня нет сомнений, что на этом пути нас еще ждут увлекательные открытия.

F) Асимптотики по геометрическим параметрам.

Повсюду в математической физике рассматриваются краевые и начально-краевые задачи для неограниченных областей. Чаще всего это области, внешние по отношению к некоторому неограниченному телу (или нескольким телам), цилиндры и полуцилиндры, а также слои, конусы и т. д. Между тем, без всяких слов, ясно, что в реальности любая сплошная среда является ограниченной. Реже, чем следовало бы, подчеркивают, что задачи для неограниченных сред могут иметь физический смысл лишь как предельные — когда вся внешняя граница или ее часть удаляется на бесконечность.

Естественно встает вопрос, при каких условиях модель неограниченной среды достаточно хорошо описывает реальность. Исследование соответствующих асимптотик должно, в частности, показать, как далеко должна быть расположена внешняя граница среды, чтобы ее влиянием можно было пренебречь и считать, что она «уже ушла на бесконечность». Например, если среда снаружи ограничена сферой радиуса 
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 встает вопрос об асимптотике при 
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Аналогично, когда рассматривается цилиндр длины 
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 с радиусом основания 
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, бывает интересно изучить асимптотику при 
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, а также и при 
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. Предельные задачи для бесконечного цилиндра и, соответственно, для слоя обычно намного проще, чем задачи для конечного цилиндра, во многих случаях допускают явные решения. Поэтому очень интересно знать условия (насколько большими должны быть 
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 либо 
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), позволяющие ограничиться случаями 
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 либо 
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. Если же, к примеру, 
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 велико, но все же нельзя считать, что 
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, то интересно научиться вычислять соответствующие поправки. 

Пожалуй, можно сказать, что в гидродинамике, да и вообще в теории уравнений с частными производными, поставленные вопросы все еще не исследованы достаточно систематически. В теории задачи для ограниченных областей во многих отношениях оказываются проще. Поэтому предельный переход от случая ограниченной области, как правило, присутствует в доказательствах теорем существования решений для неограниченных областей. Например, таково доказательство Ж. Лере существования решения в проблеме стационарного обтекания. Вместе с тем интересно было бы более полно исследовать асимптотику для удаленных внешних границ, но это не сделано. Такая асимптотика была бы очень интересна, так как эксперимент часто показывает удивительно сильное влияние твердых границ. 

Замечу, что предельный переход от ограниченных областей к неограниченным отнюдь не тривиален. Предел не обязательно существует, а может быть и не единственным, точнее может существовать  не одно, а несколько  предельных течений. Похоже, что в достаточно общей форме проблема не разобрана даже для линейных уравнений. Разумеется, очень существенно, какое именно краевое условие поставлено на удаляющейся в бесконечность поверхности. Например, когда мы рассматриваем асимптотику бесконечно длинного цилиндра, а на его торце задано поле скорости, то для  предельной задачи (
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) сохраняется условие задания расхода (потока) жидкости. В то же время детали распределения скорости на входе становятся несущественны.

Очень специфична проблема двумерного обтекания тела вязкой жидкостью. Теорема существования доказана лишь для малых чисел Рейнольдса (Р. Финн и Д. Р. Смит [36]). Здесь все хорошо для краевой задачи в ограниченных областях, можно установить глобальную теорему существования стационарного обтекания контура в полосе, скажем, ширины h, но предельный переход при 
[image: image55.wmf]¥

®

h

 провести не удается. Для линейных уравнений задача обтекания не имеет решений (парадокс Стокса) — бесконечный цилиндр, начиная двигаться, увлекает за собой всю жидкость. В итоге предельный, при 
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, режим есть поступательное движение всей жидкости со скоростью цилиндра, а условие обтекания на бесконечности не удовлетворяется. Можно предполагать, что в нелинейной задаче стационарные режимы обтекания существуют  глобально, при всех числах Рейнольдса. Ситуация необычна. Как правило, линейная задача проще, а с нелинейностью приходится бороться, результаты получаются вопреки нелинейности. А парадокс Стокса может быть разрешен, лишь если мы научимся получать результаты благодаря нелинейности. Примеры подобной ситуации во внешних нелинейных задачах нетрудно привести.

Интересны, своеобразны и еще далеко не окончательно исследованы асимптотики краевых задач в областях, «приближающихся»  к цилиндрам и слоям. Когда мы пытаемся применить результаты, полученные для таких бесконечных областей, к  реальным течениям в ограниченной области, возникает целый ряд проблем, причем некоторые из них весьма специфичны, а иные носят фундаментальный характер, и возможно, требуют пересмотра и уточнения основных понятий устойчивости, бифуркации и т.д.

Когда конечный цилиндр превращается в бесконечный, или в слой, целые бесконечные серии собственных значений спектральных задач сливаются, образуя непрерывный спектр. Для определенности будем сейчас обсуждать две задачи — о вихрях Тейлора и о конвекции в горизонтальном слое. Пока контейнер с жидкостью ограничен, проблема перехода достаточно ясна. Основной режим (течение Куэтта или, соответственно, состояние покоя жидкости в слое), теряя устойчивость при достижении критического значения параметра (числа Рейнольдса или Релея), порождает пару устойчивых вторичных стационарных режимов. Критическое значение вычисляется как наименьшее собственное число соответствующей стационарной задачи. При дальнейшем увеличении параметра, назовем его 
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, когда он  переходит следующие собственные значения, основной режим продолжает ветвиться, но возникающие вторичные режимы все более и более неустойчивы.

Для бесконечного  цилиндра осевой период вторичного режима может быть задан произвольно, и каждому волновому числу 
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 отвечает своя последовательность критических значений 
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. Обычно за истинное критическое значение принимается величина 
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. Это прекрасно оправдывается  в экспериментах и для вихрей Тейлора, и для конвекции Бенара, а также и для множества других задач об устойчивости и бифуркациях однородных сред. Теоретическое обоснование было дано в работах А. А. Есипова, В. И. Юдовича [62–64], где установлено, что при 
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 наименьшее критическое значение параметра 
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. Это утверждение, названное принципом Релея, доказано и в случае слоя. Для случая цилиндра найдены также асимптотики при больших 
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.К сожалению, такие результаты установлены лишь для самосопряженных спектральных задач, так что в случае вращательных течений они применимы лишь к некоторым специальным профилям.

Релеевское критическое число 
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 в окрестности 
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 определено вторичное стационарное течение. Так возникает проблема селекции. Мы должны решить, какой же из членов этого однопараметрического семейства реализуется в опыте. Для случая слоя ситуация еще острее — теперь 
[image: image79.wmf])

,

(

2

1

a

a

a

=

 — волновой вектор, а принцип Релея определяет лишь его модуль 
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, ответвляется двухпараметрическое семейство вторичных режимов. Здесь возможны прямоугольные, квадратные, а также гексагональные и треугольные структуры.

Хотя о селекции вторичных режимов написано немало (например, есть хороший обзор А. В. Гетлинга [25] по проблеме конвекции), проблема все еще стоит перед нами в тумане. Результат эксперимента по селекции сильно зависит от условий его проведения, причём довольно неясно, каких именно. В одних экспериментах, независимо от начальных данных, реализуется один и тот же вторичный режим. В иных экспериментах могут появляться различные режимы, с волновыми числами из некоторого интервала около  
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. Правда, это относится не ко всему интервалу существования вторичных режимов, его края дискриминируются из-за неустойчивости (В. Экхауз).

Можно предположить, что проблему селекции удастся решить полностью лишь в связи с асимптотикой предельного перехода к слою и цилиндру. Весьма вероятно, что при этом придётся уточнять понятие устойчивости, вводя масштаб времени нарастания возмущений. При этом возмущения, нарастающие лишь за очень долгое время, придётся объявить  устойчивыми.

Особые проблемы связаны с теорией устойчивости течений в трубах. Видимо, Ландау первый обратил внимание на тот факт, что нарастающее возмущение может быть вынесено потоком жидкости из конечной трубы, не успев еще вырасти достаточно сильно. В связи с этим были введены понятия сносовой и абсолютной неустойчивости, которые  пока исследованы лишь вычислительными методами. Интересную теорию (для систем, гиперболических по Петровскому) развил А. Г. Куликовский [65], но лишь для случая одной пространственной переменной. Тем не менее, идеи этой работы применимы, например, к течениям в трубах и каналах [66]. 

Геометрические параметры достаточно разнообразны, и соответственно, имеется много нерешенных задач о такого рода асимптотиках. Назову задачу о скруглении углов, о взаимодействии близко расположенных твердых тел, о влиянии на течения жидкости быстро вращающегося тонкого стержня (радиус его сечения стремится к нулю, а угловой момент скорости остается постоянным) и т. д. 

Укажу еще один широкий круг проблем. В гидродинамике известно много точных решений — автомодельных, частично автомодельных и т. д. Большинство из них относятся к разного рода неограниченным областям — всему пространству 
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, полупространству, круговым цилиндрам и конусам. Групповая теория, развиваемая Л. В. Овсянниковым и его последователями, позволяет, в принципе, найти все такого рода решения (для плоских задач это уже сделано). Они, вообще говоря, не связаны с какими-либо поставленными заранее краевыми задачами. Представляется важной проблема классифицировать эти решения и понять, каким образом они  могут быть получены предельным переходом от конечных областей. Кстати, именно с такими течениями жидкости в наибольшей степени связаны надежды обнаружить коллапс. Впрочем, пока что надежды эти не оправдываются, я уже говорил о сопротивлении уравнений гидродинамики коллапсу. 

7. Статистические методы в гидродинамике

Идеи теории вероятностей и статистики имеют многообразные связи с гидродинамикой. По статистической гидродинамике написаны книги — Монин и Яглом [67], М.И.Вишик и А. В. Фурсиков [68], M.Capinsky N.J.Cutland [69] и др., а также множество статей. Я опишу здесь кратко основные линии взаимодействия гидродинамики с теорией вероятности.

Уравнения Эйлера и Навье–Стокса, как и вообще макроскопические уравнения математической физики, с точки зрения кинетической теории материи можно трактовать как уравнения для вероятностных средних (математических ожиданий). Такому представлению соответствует вывод уравнений гидродинамики из уравнения Больцмана или цепочки ББГКИ (BBGKI). Ландау и Лифшиц предложили макроскопические уравнения для описания молекулярных флуктуаций гидродинамических полей скорости, давления, плотности и температуры.

Казалось бы, после того как уравнения Эйлера и Навье–Стокса выведены, гидродинамика может попрощаться с теорией вероятностей. В самом деле, пока речь идет о медленных движениях реальной жидкости, в вероятностных рассмотрениях нет нужды. Однако пространственное и временное поведение быстрых течений оказывается настолько сложным, что полное детерминированное описание становится неадекватным, да и попросту практически невозможным. Уже в своих пионерских работах О. Рейнольдс выдвинул идею о необходимости вероятностного описания турбулентных течений. Дальнейшее развитие науки лишь упрочивает уверенность гидромехаников в его правоте. Действительно, проведенные в различных экспериментах измерения турбулентного потока, даже при самом тщательном соблюдении постоянства условий эксперимента, дают совершенно различные результаты. Между тем, средние величины, полученные статистической обработкой экспериментальных данных в различных сериях экспериментов, замечательным образом повторяются. Например, в огромном количестве экспериментов таким путем найдены средние профили турбулентных течений в круглой трубе, в каналах, между вращающимися цилиндрами. 

Грандиозная проблема теоретического определения среднего профиля cкорости турбулентного течения до сих пор не решена ни в одном частном случае. Имеющиеся успехи в построении некоторых таких  профилей прямым численным расчетом, хотя и очень важны для практики, но относятся лишь к не очень большим числам Рейнольдса. Если же числа Рейнольдса по-настоящему велики, численный расчет становится невозможным. Известные феноменологические теории среднего профиля носят слишком частный характер, и во всяком случае, не дают возможности предсказать более тонкие статистические характеристики течения — разного рода корреляционные функции, макроскопические флуктуации потока и т.д. В результате огромный экспериментальный материал остаётся без надлежащей интерпретации. 

Мы находимся сейчас около одной из самых горячих точек естествознания и философии. Каким образом вообще динамические, детерминированные законы природы могут привести (и могут ли?) к сложному вероятностному поведению вплоть до свободы воли? Являются ли наиболее фундаментальные законы физики детерминированными или вероятностными? (Современные специалисты в квантовой физике все больше склоняются к тому, что первичные законы недетерминированы, хотя Эйнштейн говорил, что он не верит в бога, играющего в кости). Каким образом индетерминированное поведение системы может породить динамические закономерности? Возможен ли истинный хаос? Такого рода вопросы предстают  перед исследователями во многих областях физики, химии, биологии, по сути дела, всякий раз, когда приходится иметь дело со сложными нелинейными системами.  Большие усилия были приложены и прилагаются для решения этих вопросов на гидродинамическом материале.

Пожалуй, почти все работы по статистической гидродинамике относятся к одному из двух направлений. Первое из них, связанное с теорией динамических систем, эргодической теорией, рассматривает стохастическое поведение как внутреннее свойство системы, как следствие сложности и неустойчивости ее движений. Второе направление основывается на предположении, что стохастичность вносится извне, в результате действия случайных внешних сил или наличия случайных параметров. 

В принципе, можно себе также представить, что и измерительный прибор, доставляющий нам данные о текущей жидкости, участвует в создании наблюдаемой стохастичности. Эта идея является неотъемлемой частью квантовой физики, причем воздействие прибора необратимо меняет объект в результате измерения. Роль прибора может, однако, быть иной (недавно я опубликовал об этом статью [70]). Если истинное поле с течением времени неограниченно увеличивает пространственную осцилляцию (скажем, как функция 
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),  то прибор, у которого точность измерения фиксирована, покажет при больших  
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 стохастическую картину попросту из-за ошибки измерения величины 
[image: image86.wmf]x

. Это соображение показывает, что небезынтересно рассматривать поля со случайным аргументом 
[image: image87.wmf]x

. Возможная роль такой теории в гидродинамике пока неясна. Замечу лишь, что эффекты потери гладкости  с течением времени в динамике идеальной несжимаемой жидкости на самом деле возможны, что установлено на целом ряде примеров и частных классов течений.

Применение идей теории динамических систем, а также подходов статистической механики наталкивается на ряд принципиальных трудностей в гидродинамике. Известно, сколь фундаментальна роль теоремы Лиувилля в статистической механике систем с конечным числом степеней свободы. Согласно этой теореме, в частности, довольно произвольная положительная функция от гамильтониана (полной энергии) при естественных ограничениях есть инвариантная плотность. Но в бесконечномерном пространстве нет меры Лебега, не имеет смысла и само понятие плотности вероятности.

Э. Хопф обошел эту трудность, написав уравнение для характеристического функционала. Хопф предполагал, что случайны лишь начальные данные, а дальнейшая эволюция происходит согласно динамическим уравнениям. Характеристический функционал Хопфа есть преобразование Фурье вероятностной меры на пространстве соленоидальных векторных полей, удовлетворяющих надлежащим краевым условиям. Для данного поля 
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 из этого пространства 
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 и осреднение по случайному аргументу 
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. Когда характеристический функционал 
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 известен, среднее поле скорости, все его пространственные корреляционные функции и моменты получаются простым (функциональным) дифференцированием функционала 
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 в нуле. Позднее было выведено также уравнение в функциональных производных для “большого характеристического функционала”, который дает всевозможные пространственно-временные корреляции. 

При всей замечательной красоте этих уравнений их исследование  не привело всё-таки  к решению основных задач статистической гидродинамики. Математической теории уравнения Хопфа посвящены весьма содержательные работы Фойаша, книга М.И. Вишика и Фурсикова [68] и др. Одна из вдохновляющих идей в этой теории, восходящая к Э. Хопфу, связана с надеждой, что статистическая теория уравнений Навье–Стокса может оказаться  проще, чем динамическая. Например, могло бы получиться, что начально-краевая задача для системы Навье–Стокса имеет множество решений, а в статистической постановке, для уравнения Хопфа, решение единственно. Насколько мне известно, эта идея все еще не реализована.

Рискну высказать свой взгляд на уравнение Хопфа и перспективы его применения. Во-первых, вспомним, что система обыкновенных дифференциальных уравнений всегда сводится к одному уравнению в частных производных первого порядка. Это уравнение обладает огромным достоинством — оно линейно. Аналогичным образом нелинейная система уравнений в частных производных тоже, в принципе, сводится к одному, и притом линейному, уравнению, теперь уже в функциональных производных. Это уравнение, во всяком случае на уровне формализма, эквивалентно уравнению Хопфа. Замечу, что если решать уравнение Хопфа обобщенным методом Фурье, то мы вернемся обратно к уравнениям Навье-Стокса.

Уравнение Хопфа во многом напоминает уравнения квантовой теории поля и даже в некотором смысле является их частным случаем. Поэтому было очень естественно пытаться их решить при помощи известного в теории поля математического аппарата — континуальных интегралов, диаграмм Фейнмана и т. д. Лишь невероятная удача могла бы привести к успеху на этом пути, поскольку существенным моментом таких работ было разложение по отнюдь не малому, параметру — числу Рейнольдса. Признаться, я не верю, что одно лишь развитие подобного математического аппарата может привести к результатам в главных задачах теории развитой турбулентности. Решающую роль должно сыграть понимание асимптотики течений при числах Рейнольдса, стремящихся к бесконечности. Спору нет, оптимизм часто оборачивается глупостью, но я продолжаю верить в возможность вывода замкнутой системы уравнений для среднего поля скоростей в развитой турбулентности, в асимптотическом пределе исчезающей вязкости.  

Второе направление исследования, о котором говорилось выше, связано с изучением действия на жидкость случайных сил. В последнее десятилетие работа в этом направлении интенсифицировалась. В основном речь идет о массовых силах. Интересно было бы также изучить влияние случайных движений тел на движение жидкости, а также рассмотреть начально-краевые задачи со случайными граничными полями скорости. Интересны и, кажется, еще совсем не затронуты разного рода асимптотики в статистической гидродинамике. Отмечу, например, специфическую для данной области задачу о действии «сглаженного белого шума» — в случае чистого белого шума получаются некоторые точные решения статистических уравнений.

В заключение упомяну еще одно применение вероятностных идей в гидродинамике. Уравнение диффузии естественно возникает как уравнение Фоккера-Планка для плотности вероятностей в случае частицы, движущейся под действием заданных консервативных сил, вязкого трения, а также внешней силы типа белого шума. Определенную пользу приносит и аналогичная трактовка уравнений Навье-Стокса, особенно в случае двумерной безграничной жидкости.

Возможны, наконец, интересные связи между уравнениями Навье-Стокса и уравнениями со случайными параметрами.

8. Заключение. 

В заключение этого короткого обзора математической гидродинамики — несколько замечаний.

Эта статья написана на основе препринта “Invincible charm and horrible difficulty of mathematical hydrodynamics” («Непобедимое очарование и кошмарная трудность математической гидродинамики»), который был издан в университете г. Халл, Англия, 2001 г. Я рад выразить благодарность проф. В.А. Владимирову, который побудил меня написать эту работу. 

Я попытался здесь упорядочить материал по принципу общности постановок проблем и методов, применяемых для их решения. Надеюсь, такая система изложения показывает, что математик, работающий в любой области этой науки, может найти интересные для себя проблемы в динамике жидкости. Результат, нетривиальной с точки зрения гидродинамики, непременно окажется глубоким и интересным также с математической точки зрения. Обратное, как правило, тоже оказывается верным, хотя иной раз требуется время, чтобы это осознать. 

Вообще-то, можно было бы применить иной принцип и собрать в отдельных разделах задачи общей физической природы (интересно попытаться сделать это в следующий раз). Тогда появились  бы главы о течениях в трубах и каналах, об обтекании твердых тел, о вращательных течениях и свободной конвекции, о движении твердого тела в жидкости под действием заданных сил, о специальных задачах и методах в теории гидродинамического удара, о струях и волнах на свободных границах и поверхностях раздела, о роли стратификации жидкости по температуре и плотности и т. д.

Течения сжимаемой жидкости заслуживают отдельного обсуждения, в особенности динамика ударных волн. Много интересных явлений связано с электромагнитными полями в жидкости.

Нет надобности много говорить об огромной важности всех этих проблем для науки и технологии. Замечу лишь, что общие методы, о которых шла речь выше, применимы и применяются во всех этих областях.

Во всяком случае, число применяемых методов много меньше количества изучаемых проблем. Чем больше методов в нашем распоряжении, тем больше доступных для нас проблем. 

Отчасти в виде шутки я предлагал моим ученикам такую задачу. Вы решаете столь трудные проблемы, что вероятность решить одну из них есть 0,01. Сколько проблем вы должны стараться решить, чтобы ваша игра с фортуной была безобидна? Это значит, чтобы вероятность справиться хотя бы с одной из них была больше, чем 0,5. 

Чтобы решить эту легкую задачу, нужно найти наименьшее натуральное число n, удовлетворяющее условию 
[image: image94.wmf]5
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. Ответ: n=69 (выглядит как шутка в стиле американской рекламы). Мы получили это решение, полагая, что все рассматриваемые задачи независимы. Однако, каждый может существенно улучшить свои шансы, выбирая тесно связанные проблемы. 

Я припомнил эту задачу, чтобы подчеркнуть, что мы остаемся в большом выигрыше, когда не слишком сужаем свой выбор задач. Методы гидродинамики применимы в гораздо более широких областях математической физики.

В начале двадцатого столетия многие ученые рассматривали динамику жидкости как наиболее перспективную область в физике. Многие именитые физики отдали дань гидродинамике (Планк, Борн, Эйнштейн, Гейзенберг, Зоммерфельд). Всех интриговала проблема турбулентности, которая вызывала тревогу невозможностью ее описания линейными уравнениями или иными известными методами. Результаты этих великих ученых в гидродинамике выглядят совсем скромно по сравнению с их достижениями в теории относительности и квантовой механике. (Вспоминается, что спортсмен достигает своей наивысшей силы, когда отыгрывается).

Быть может, в XXI веке динамика жидкости вернет себе прежнее центральное положение в науке, ее главные проблемы за прошедший век отнюдь не стали менее интригующими и возбуждающими.

Литература

[1] Arnold V. I.  Sur la géométrie différentialle des groupes de Lie de dimension infinie et ses applications à l'hydrodynamique des fluides parfaits, Ann.Inst.  Fourier 16 (1966), 316–361.

[2] Arnold V. I., Khesin B. A. Topological methods in hydrodynamics. (Applied mathematical sciences. Vol. 125). Springer-Verlag, New York. 1998.

[3] Шнирельман A. Геометрия группы диффеоморфизмов и динамика идеальной несжимаемой жидкости, Матем. сборник 128 (1985), №. 1, 
сс. 82–109. English transl: Math. USSR, Sbornik 56 (1987), no. 1, 79–105.

[4] Юдович В. И.  Глобальная разрешимость — против коллапса в динамике несжимаемой жидкости // В книге: ``Математические события XX века''.  М.: изд-во ''Фазис''. 2002.

[5] Юдович В. И.  О постепенной потере гладкости и неустойчивости внутренне присущих течениям идеальной жидкости // ДАН.  Т.  370. № 6, 2000.  C.  760–763.

[6] Yudovich V. I.  On the loss of smoothness of the solutions to the Euler equations and the inherent instability of an ideal fluid flows // Chaos.  2000.  Vol.  10, Issue 3.  pp.  705-719.

[7] Nečas J., Růžička M., Šverák V. On Leray’s self-similar solutions of the Navier-Stokes equations // University of Minnesota. Preprint. 1996.
[8] Литтлвуд Дж. И. Математическая смесь. М.: Наука, 1978.

[9] Далецкий Ю. Л., Крейн М. Г.  Устойчивость решений дифференциальных уравнений в банаховом пространстве.  М., 1970, 534 с.

[10] Юдович В.И. Метод линеаризации в гидродинамической теории устойчивости. Издательство Ростовского Университета, 1984. 192 с. 
Yudovich V.I. The Linearization Method in Hydrodynamical Stability Theory. // AMS Translations of Mathematical Monographs. Vol. 74. 171 p.
[11] Friedlander S., Strauss W., Vishik M.  Nonlinear instability in an ideal fluid.  // Ann.  Inst.  Henri Poincare, Anal.  Non Lineaire 14, No. 2, 187-209 (1997).

[12] Демидович Б. П. Лекции по теории математической устойчивости. М.: Наука, 1967. 472 с.

[13] Юдович В. И.  О потере гладкости решения уравнения Эйлера со временем // Сб.  "Динамика сплошной среды" Новосибирск, 1974. Вып. 16.  С.  71–78. 

[14] Vladimirov V. A.  On the instability of equilibrium of fluids.  J.  Appl.  Mech.  Tech.  Phys. 30 (1989), no. 2, 269–276.  

[15] Vladimirov V. A.  Direct Lyapunov method in problems of fluid equilibrium instability, Arch.  Mech. 42 (1990), no.  4–5, pp. 595–607.

[16] Babin A., Mahalov A. Nicolaenko B.  Regularity and integrability of 3-D Euler and Navier-Stokes equations for rotating fluids. Asymptot. Anal. 15 (1997), 103–150. 
[17] Крейн С. Г. О функциональных свойствах операторов векторного анализа и гидродинамики // Докл. АН СССР, 1953, 93, № 6, сс. 969–972. 

[18] Бабенко К. И. О стационарном решении задачи обтекания тела вязкой несжимаемой жидкостью // Матем. сборник. 1973. Т. 91. № 1. С. 3–23.

[19] Сазонов Л. И. Обоснование метода линеаризации задачи обтекания // Изв. АН. Сер. Математическая. Т. 58. 1994. № 5. С. 85–109.

[20] Барковский Ю. С., Юдович В. И. Спектральная теория конечномерных операторов и проблема моментов // Изв. СКНЦ ВШ, Естественные науки, 1975. № 4. С. 49-53.

[21] Барковский Ю. С., Юдович В. И. Рождение вихрей Тейлора в случае разновращающихся цилиндров и спектральные свойства одного класса краевых задач // Докл. АН СССР, 1978. Т. 242, № 4. С. 784-787.

[22] Барковский Ю. С., Юдович В. И.  Спектральные свойства одного класса краевых задач // Мат.  сборник, 1981.  Т.  114 (156), 3.  С.  438-450.

[23] Романов В. А.  Устойчивость плоскопараллельного течения Куэтта.  — Ин-т проблем механики АН СССР, 1971, препринт № 1, c. 26.

[24] Джозеф Д. Устойчивость движения жидкости. М.: Мир. 1981. 638 с.

[25] Getling A.V. Evolution of two-dimensional disturbances in the Rayleigh-Bénard problem and their preferred wavenumbers // J. Fluid Mech. (1983), vol. 130, pp. 165–186.
[26] Логинов Б. В. Теория ветвления решений нелинейных уравнений в условиях групповой инвариантности. Ташкент: Фан, 1985. 184 с.

[27] Golubitsky M., Stewart I., Schaeffer D. Singularities and an groups in bifurcation theory. Vol. I, II. Applied Mathematical Sciences.  Vol. 69.  (Springer-Verlag, New York, 1988).

[28] Chossat P., Iooss G.  The Couette-Taylor Problem. Applied Mathematical Sciences.  Vol.  10.  Springer-Verlag New York, 1994.

[29] Колесов В. В., Юдович В. И.  "Расчет колебательных режимов в течении Куэтта вблизи точки пересечения бифуркаций возникновения вихрей Тейлора и азимутальных волн //  Известия РАН, МЖГ, 1998, 4, с.  81-93.

[30] Юдович В. И. Косимметрия, вырождение решений операторных уравнений, возникновение фильтрационной конвекции // Мат. заметки, 1991. Т. 49, вып. 5. С. 142-148.

[31] Любимов Д. В. О конвективных движениях в пористой среде, подогреваемой снизу // Ж. прикл. механики и техн.  физики. 1975. № 2. 
С. 131–137.

[32] Yudovich V. I. Secondary cycle of equilibria in a system with cosymmetry, its creation by bifurcation and impossibility of symmetric treatment of it // Chaos, 1995, Vol. 5, No. 2. Pp. 402–411.

[33] Smale S.  Mathematical Problems for the Next Century // The  Mathematical  Intelligencer, vol.  20, no.  2, 1998, pp.  7–15.

[34] Вайнберг М. М., Треногин В. А. Теория ветвлений решений нелинейных уравнений. М.: Наука, 1969. 527 с.

[35] Ладыженская О. А.  Математические вопросы динамики вязкой несжимаемой жидкости.  М.: Наука, 1970.  288 с.  

[36] Finn R.,  Smith D. R.   On the stationary solutions of Navie-Stokes equations in two dimensions.  Arch.  Rat.  Mech.  and Anal. 25.  No.  1 (1967).  26–39.

[37] Бабенко К. И., Васильев М. Н. Об асимптотическом поведении стационарных течений вязкой жидкости вдали от тела // ПММ. 1973. Т. 37. № 4. С. 690–705.

[38] Сазонов Л. И. Об асимптотическом поведении двумерной стационарной задачи обтекания вдали от обтекаемого тела. Математические заметки, т. 65, вып. 2, 1999, с. 246–253.

[39] Proudman I., Pearson J. R. A. J. Fluid Mech., 2 (1957), p. 237.

[40] Проудмен И., Пирсон Дж., Сб. «Механика», 1957 № 2 (48), с. 3–28.

[41] Хаппель Дж., Бреннер Г. Гидродинамика при малых числах Рейнольдса. М.: Мир, 1976, 630 с.

[42] Pedley T. J., Kessler J. O. A new continuum model for suspensions of gyrotactic micro-organisms // J. Fluid Mech. (1990), vol. 212, pp. 155–182.

[43] Шлихтинг Г. Теория пограничного слоя. М.: изд-во «Иностранная литература», 1956. 528 с.

[44] Лойцянский Л. Г. Ламинарный пограничный слой. М.: Физматгиз, 1962.

[45] Олейник О. А., Самохин В. Н. Математические методы в теории пограничного слоя. М.: Наука, 1997. 512 с.

[46] Срубщик Л. С., Юдович В. И.  Асимптотика слабых разрывов течений жидкости при исчезающей вязкости //Докл.  АН СССР, т. 199, № 3, 1971.  С. 563-566.

[47] Пухначев В. В. Неклассические задачи теории пограничного слоя. Новосибирск, изд-во  НГУ, 1979.

[48] Седов Л. И. Плоские задачи гидродинамики и аэродинамики. М.: Наука, 1980. 448 с.

[49] Зеньковская С.М., Симоненко И. Б. О влиянии вибрации высокой частоты на возникновение конвекции // Изв. АН СССР. МЖГ, 1966. № 5. С. 51–55. 

[50] Симоненко И.Б. Обоснование метода осреднения для задачи конвекции в поле быстро осциллирующих сил и для других параболических уравнений // Мат. сб. 1972. Т. 87. № 2. С. 236–253.

[51] Левенштам В. Б. Обоснование метода осреднения для задачи конвекции при высокочастотных вибрациях // Сиб. мат. журн. 1993. № 2. С. 105–122.

[52] Юдович В. И. Вибродинамика систем со связями// Докл. АН. 1997. Т.354. № 5. С. 622–624.

[53] A. Lifschitz, E. Hameiri. Local stability conditions in hydrodynamics. Phys. Fluids A, 1991, 3, no. 11, pp. 2644-2651.

[54] A. Lifschitz. Essential spectrum and local stability condition in hydrodynamics. Phys. Letters  A, 1991, v. 152, no. 2, pp. 199-204.

[55] A. Lifschitz. Shortwavelength instabilities of incompressible three dimensional flow and generation of vorticity. Phys. Letters  A, v.157, no.8, pp. 481-487.

[56] Friedlander S., Vishik M. M. Instability criteria for the flow of an ideal incompressible fluid. Phys. Rev. Let. 66, № 17, (1991), pp. 2204-2206.

[57] Friedlander S., Vishik M. M. Instability criteria for steady flows of a perfect fluid. Chaos 2(3), 1992, pp. 455-457.

[58] Vishik M.M. Spectrum of small oscillations of an ideal fluid and Lyapunov exponents. Journ. de Math. Pure et Apppl. Vol. 75 (1996), pp. 531-557.

[59] Маслов В. П., Шафаревич А. И. Локализованные асимптотические решения уравнений Навье-Стокса и ламинарные следы в несжимаемой жидкости.// ПММ.  1998. Т. 62, вып. 3. С. 424-432.

[60] Юдович В.И. О неустойчивости параллельных течений вязкой несжимаемой жидкости относительно пространственно-периодических возмущений // В кн.: «Численные методы решения задач математической физики». М.: 1966, с. 242-249.

[61] Ревина С. В., Юдович В. И. Возникновение автоколебаний при потере устойчивости пространственно-периодических трехмерных течений вязкой жидкости относительно длинноволновых возмущений // Изв. АН. МЖГ, 2001 № 2. 29-41

[62] Есипов А. А., Юдович В. И. Предельное поведение собственных значений краевых задач в неограниченно расширяющихся областях // ЖВМ и МФ, 1973, т. 13, № 2. С. 421-432.

[63] Есипов А. А., Юдович В. И. Об асимптотике краевых задач на собственные значения в длинных цилиндрах // Изв. СКНЦ ВШ. Естественные науки. 1973, №. 4. С. 103-105.

[64] Есипов А. А., Юдович В. И. Асимптотика собственных значений первой краевой задачи для обыкновенных дифференциальных уравнений на данном отрезке // ЖВМ и МФ, т. 14, № 2, 1974. С. 342-349.

[65] Куликовский А. Г. Об устойчивости течения Пуазейля и некоторых других плоскопараллельных течений в плоской трубе большой, но конечной длины при больших числах Рейнольдса // ПММ, 1966, т. 30, вып. 5, с. 822–836.

[66] Куликовский А. Г. Об устойчивости однородных состояний // ПММ, 1966, т. 30, вып. 1, с. 148–153.

[67] Монин А. С., Яглом А. М. Статистическая гидромеханика. Часть 1. М.: Наука, 1965. 640 с.

[68] Вишик М. И., Фурсиков А.В. Математические задачи статистической гидромезаники. М.: Наука, 1980. 440 с.
Vishik M.I., Fursikov A.V. Mathematical problems of Statistical Hydrodynamics,  Kluwer Academic Press, Dordrecht (1980).

[69] Capiński M., Cutland N.J. Nonstandard methods for stochastic fluid mechanics. Series on Advances in Mathematics for Applied Sciences, Vol. 27, World Scientific, Singapore 1995.

[70] Юдович В.И. Функции и поля о случайным аргументом в гидродинамике // Изв. вузов Сев. Кавк. региона. Естественные Науки, 2000.  № 3, 189–194.
12
44

_1040572349.unknown

_1041077335.unknown

_1041947386.unknown

_1041948981.unknown

_1041950813.unknown

_1042039361.unknown

_1042039368.unknown

_1079622225.unknown

_1079622303.unknown

_1074699020.unknown

_1042039364.unknown

_1041950844.unknown

_1041956045.unknown

_1042039356.unknown

_1041955313.unknown

_1041950827.unknown

_1041950821.unknown

_1041950756.unknown

_1041950808.unknown

_1041950804.unknown

_1041950706.unknown

_1041948410.unknown

_1041948550.unknown

_1041948979.unknown

_1041948980.unknown

_1041948572.unknown

_1041948536.unknown

_1041947585.unknown

_1041947615.unknown

_1041947408.unknown

_1041850363.unknown

_1041941186.unknown

_1041947112.unknown

_1041947346.unknown

_1041946107.unknown

_1041850622.unknown

_1041941185.unknown

_1041941184.unknown

_1041850564.unknown

_1041850593.unknown

_1041850407.unknown

_1041850551.unknown

_1041078187.unknown

_1041850278.unknown

_1041850353.unknown

_1041850325.unknown

_1041776749.unknown

_1041777055.unknown

_1041777089.unknown

_1041251223.unknown

_1041077454.unknown

_1041077525.unknown

_1041077988.unknown

_1041077493.unknown

_1041077361.unknown

_1040738048.unknown

_1041075526.unknown

_1041075844.unknown

_1041076919.unknown

_1041075687.unknown

_1040738609.unknown

_1041075471.unknown

_1040738588.unknown

_1040573157.unknown

_1040573266.unknown

_1040573683.unknown

_1040646451.unknown

_1040737905.unknown

_1040645179.unknown

_1040573446.unknown

_1040573206.unknown

_1040572697.unknown

_1040573087.unknown

_1040572398.unknown

_1039709912.unknown

_1040044681.unknown

_1040571480.unknown

_1040571595.unknown

_1040572335.unknown

_1040571497.unknown

_1040571374.unknown

_1040571411.unknown

_1040044720.unknown

_1039710153.unknown

_1039710974.unknown

_1039712453.unknown

_1039710933.unknown

_1039710009.unknown

_1039710064.unknown

_1039709917.unknown

_1039698449.unknown

_1039698824.unknown

_1039709516.unknown

_1039709638.unknown

_1039709883.unknown

_1039709352.unknown

_1039698755.unknown

_1039698792.unknown

_1039698704.unknown

_1038741728.unknown

_1039178181.unknown

_1039698201.unknown

_1039698389.unknown

_1039177486.unknown

_1010075616.unknown

_1038741647.unknown

_1038741714.unknown

_1038741610.unknown

_1010075660.unknown

_1010075538.unknown

_1010075585.unknown

_1010075496.unknown

