
11 âåëèêèõ ïðîáëåì ìàòåìàòè÷åñêîé

ãèäðîäèíàìèêè

Â. È. Þäîâè÷

�Ïðèíö ëè÷íî âîäèë âîéñêà

â àòàêó îäèííàäöàòü ðàç. �

À. Äþìà.

�Ïóëåìåò çàäûõàëñÿ, õðèïåë, áèë,

È ñ ôëàíãîâ ëåòåë òðåçâîí.

Îäèííàäöàòü ðàç â àòàêó õîäèë

Îò÷àÿííûé áàòàëüîí. �

Í. Òèõîíîâ.

Õîòÿ ýòà ñòàòüÿ áûëà íàïèñàíà ïî äðóãîìó ïîâîäó, ÿ ïî÷òèòåëü-

íî ïîñâÿùàþ åå Âëàäèìèðó Èãîðåâè÷ó Àðíîëüäó. Êîãäà èíòåðâüþåð îäíà-

æäû ñïðîñèë, åñòü ëè ó ìåíÿ â ìàòåìàòèêå ãåðîè, ÿ ïîä÷åðêíóë ñíà÷à-

ëà, ÷òî èìåííî ãåðîè, à íå áîãè, è ïåðâûì íàçâàë Â.È.Àðíîëüäà. Âðÿä ëè

êòî-íèáóäü èç ñîâðåìåííûõ ìàòåìàòèêîâ èçáåæàë åãî âëèÿíèÿ (ñì. è ýòó

ñòàòüþ). Åãî óíèêàëüíàÿ ñïîñîáíîñòü îòêëèêàòüñÿ íåîæèäàííûìè ñòè-

ìóëèðóþùèìè èäåÿìè íà âñ¼ æèâîå è íîâîå â ìàòåìàòèêå è ôèçèêå, áåç-

óïðå÷íûé ìàòåìàòè÷åñêèé âêóñ, íåîáû÷àéíàÿ ïðîíèêàþùàÿ ñèëà , çàñòàâ-

ëÿþùàÿ âñïîìíèòü êëàññèêîâ, çàìå÷àòåëüíîå óìåíèå âèäåòü òå òî÷êè, ê

êîòîðûì íóæíî ïðèëàãàòü óñèëèÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü íàèáîëüøèå ðåçóëü-

òàòû, ñäåëàëè åãî îäíèì èç ïåðâûõ ìèðîâûõ ëèäåðîâ â ñîâðåìåííîé ìàòå-

ìàòèêå.

Ýòî � ñëåãêà ðàñøèðåííûé òåêñò äîêëàäà, ïðî÷èòàííîãî íà êîíôåðåí-

öèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå â óíèâåðñèòåòå ã. Õàëë, Àíãëèÿ, 10

àïðåëÿ 2001 ã. Äîêëàä áûë òàêæå ïîâòîðåí â Èíñòèòóòå Íüþòîíà, Êåìáðèäæ,

23 àïðåëÿ 2001 ã. Íàçâàíèå äîêëàäà ïðåäëîæèë Â. À. Âëàäèìèðîâ, ïðèãëàñèâ
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ìåíÿ âûñòóïèòü íà êîíôåðåíöèè â Õàëëå. �Ïî÷åìó 11?� � ñïðîñèë ÿ åãî. �Äà

òàê, � îòâåòèë îí. � Ó Ãèëüáåðòà áûëî 20 ïðîáëåì, ó Ñìåéëà � 19, íî ýòî æå

ïî âñåé ìàòåìàòèêå. Íó, åñëè Âàì íå íðàâèòñÿ, ìîæíî çàìåíèòü íàçâàíèå. �

Íî ìíå ÷èñëî 11 ïîíðàâèëîñü. Îíî âñòðå÷àåòñÿ íå òàê ÷àñòî, êàê, ñêàæåì, 12

èëè 7, è âñïîìíèëîñü, ÷òî ðàçíûå è ïðèòîì ëþáèìûå ìíîþ àâòîðû óïîìèíà-

þò åãî, ãîâîðÿ î ñðàæåíèÿõ è àòàêàõ (íà äîêëàäå ìíå åùå íàïîìíèëè, ÷òî â

ôóòáîëüíîé êîìàíäå 11 èãðîêîâ. À íåäàâíî ÿ ïðî÷èòàë â ñòàòüå À. Êàçàíöå-

âà, â æóðíàëå �Øàõìàòíîå îáîçðåíèå�, 2, 2001, ÷òî �11 � ïî èññëåäîâàíèÿì

ñîçäàòåëÿ àëüôàìåòðèêè Â. È. Àâèíñêîãî � ìîäóëü Âñåëåííîé, ïðè÷àñòíûé

êî âñåì ðàçìåðàì è ìèêðî-, è ìàêðîìèðîâ�). Òàê ÷òî ýòî áîåâîå ÷èñëî, ïóñòü

îíî îñòàåòñÿ â çàãîëîâêå, õîòÿ íå ñëåäóåò åãî ïðèíèìàòü ñëèøêîì âñåðüåç. Íà

ñàìîì äåëå, ïðîáëåì áîëüøå, äà è ïî÷òè êàæäàÿ èç íèõ ðàçâåòâëÿåòñÿ è, ïî

òåì èëè èíûì àññîöèàöèÿì, âûçûâàåò ê æèçíè íîâûå ïðîáëåìû. Ïðè âûáîðå

ïðîáëåì äëÿ ñïèñêà ÿ ñòàðàëñÿ ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè ïðèíöèïàìè.

1. Ðåøåíèå ïðîáëåìû âûâîäèò íàñ íà íîâûé óðîâåíü ïîíèìàíèÿ äèíàìèêè

æèäêîñòè èëè, âî âñÿêîì ñëó÷àå, äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà ãèäðîäè-

íàìè÷åñêèõ ÿâëåíèé.

2. Ïðîáëåìó, ïî âñåé âèäèìîñòè, íåâîçìîæíî ðåøèòü èçâåñòíûìè ìåòî-

äàìè. Íóæíû íîâûå èäåè è ïîäõîäû, êîòîðûå, âåðîÿòíî, äàäóò íà÷àëî

íîâûì ìàòåìàòè÷åñêèì òåîðèÿì, ïîìîãóò óñîâåðøåíñòâîâàòü íàøå èñ-

êóññòâî îïèñàíèÿ ÿâëåíèé ïðèðîäû.

3. (Ñ. Ñìåéë [1]) �Âåðà, ÷òî âîïðîñû, èõ ðåøåíèå, ÷àñòè÷íûå ðåçóëüòàòû

èëè äàæå ïîïûòêè èõ ðåøèòü áóäóò, âåðîÿòíî, èìåòü îãðîìíîå çíà÷åíèå

äëÿ ìàòåìàòèêè è åå ðàçâèòèÿ â ñëåäóþùåì ñòîëåòèè�.

4. ß ñàì ïðîâåë äîñòàòî÷íî ìíîãî âðåìåíè â ïîïûòêàõ ðåøèòü ïðîáëåìó è

êîå-÷òî î íåé çíàþ � ïî êðàéíåé ìåðå, çíàþ íåñêîëüêî ïóòåé, êîòîðûå

íå âåäóò ê æåëàåìûì ðåçóëüòàòàì.
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Â èòîãå â ñïèñîê ïîïàëè ïî÷òè èñêëþ÷èòåëüíî ïðîáëåìû, îòíîñÿùèåñÿ

ê íåñæèìàåìîé îäíîðîäíîé èäåàëüíîé è âÿçêîé æèäêîñòè. Âïðî÷åì, íåêîòî-

ðûå ïðîáëåìû íå âîøëè â ñïèñîê èç-çà îãðàíè÷åííîãî îáúåìà äàííîé ñòàòüè.

Ýòî ðàçëè÷íûå ïðîáëåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê ñæèìàåìîé æèäêîñòè, íåîäíîðîä-

íîé æèäêîñòè, ðàçëè÷íûå àñèìïòîòè÷åñêèå ìîäåëè êîíâåêöèè, çàäà÷è ìàã-

íèòíîé ãèäðîäèíàìèêè, çàäà÷è î ìíîãîêîìïîíåíòíûõ, îñîáåííî áåñêîíå÷íî-

êîìïîíåíòíûõ, ñðåäàõ, îáùèå ïðîáëåìû àíàëèòè÷åñêîé äèíàìèêè è äèôôå-

ðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, ñïëîøíûõ ñðåä, ðàçëè÷íûå çàäà÷è ñ íåèçâåñòíûìè,

â ÷àñòíîñòè ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè è ò. ä. Íåêîòîðûå èç íèõ óäîâëåòâîðÿþò,

ïî-ìîåìó, âñåì ÷åòûðåì ïðèíöèïàì, è ÿ íàäåþñü ê íèì âåðíóòüñÿ â ïîñëåäó-

þùèõ ïóáëèêàöèÿõ.

Êîíå÷íî, õîòåëîñü, ÷òîáû ïðîáëåìà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ìàòåìàòè-

÷åñêè ñòðîãî. Ýòî, îäíàêî, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íå óäàåòñÿ. ß äóìàþ, ÷òî ôè-

çè÷åñêàÿ ïðîáëåìà íå ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ ñôîðìóëèðîâàíà, ïîêà îíà íå

ðåøåíà. Ëèøü êðàñèâûé îòâåò îêîí÷àòåëüíî ïîäòâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü èñ-

õîäíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è.

Ìíîãèå çàäà÷è, îáñóæäàåìûå äàëüøå, õîðîøî èçâåñòíû, íåêîòîðûå �

íîâû. Â òåêóùåé ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ìîæíî íàéòè ðåøåíèå, ïîæà-

ëóé, âñåõ èçâåñòíûõ ïðîáëåì, îñîáåííî òåõ, â êîòîðûõ ïðåäïîëàãàåìûé ñ

î÷åíü áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ðåçóëüòàò íóæíî ëèøü ñòðîãî îáîñíîâàòü. Êàê

ãîâîðèò Ôðàíñóà Ðàáëå, �êàæäûé äîáðîïîðÿäî÷íûé ãðàæäàíèí äîëæåí âå-

ðèòü âñåìó, ÷òî åìó ãîâîðÿò, è ÷òî íàïå÷àòàíî�. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ãèäðî-

äèíàìèêå ýòîò âåëèêèé ïðèíöèï ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ñ îñìîòðèòåëüíîñòüþ �

ïóáëèêóåòñÿ ìíîãî îøèáî÷íûõ äîêàçàòåëüñòâ.

Äàëåå ñëåäóåò ñïèñîê ïðîáëåì ñ íåêîòîðûìè êîììåíòàðèÿìè. Ïåðâûå

äâå ïðîáëåìû îòíîñÿòñÿ ê îñíîâàì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è íå âõîäÿò â

÷èñëî îäèííàäöàòè.

G. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ãèäðîäèíàìèêè

Ïðîáëåìà G1. Ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñïëîøíûõ ñðåä,
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âêëþ÷àþùèå ôàçîâûå ïåðåõîäû (êèïÿùàÿ âîäà, ñåãíåòîýëåêòðèêè, êîòîðûå

ìîãóò ïðåâðàùàòüñÿ â äèýëåêòðèêè, æèäêèå êðèñòàëëû).

Ýòî â îñíîâíîì ïðîáëåìà êîððåêòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè íà-

÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ â òàêèõ ñèòóàöèÿõ, êîãäà ñïëîøíàÿ ñðåäà ìîæåò â

íåèçâåñòíîå çàðàíåå âðåìÿ è â íåèçâåñòíûõ çàðàíåå îáëàñòÿõ çàíÿòîãî åþ ïðî-

ñòðàíñòâà ïðåòåðïåâàòü ôàçîâûå ïðåâðàùåíèÿ. Íàïðèìåð, íóæíî íàó÷èòü-

ñÿ îïèñûâàòü äâèæåíèå âîäû â óñëîâèÿõ, êîãäà â õîäå èçó÷àåìîãî ïðîöåññà

òåìïåðàòóðà âîäû èçìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì îäíó èëè íåñêîëüêî

òî÷åê ôàçîâîãî ïåðåõîäà (çàìåðçàíèå � ïëàâëåíèå, êèïåíèå � êîíäåíñàöèÿ,

òðîéíàÿ îñîáàÿ òî÷êà óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, îêîëî êîòîðîé ìîãóò ñîñóùåñòâî-

âàòü âñå òðè ôàçû). Ýòà ïðîáëåìà ïðèíàäëåæèò ôèçèêå íå â ìåíüøåé ìåðå,

÷åì ìàòåìàòèêå � òðàêòîâêà ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ � âñå åùå íåóñòîÿâøàÿñÿ îá-

ëàñòü ôèçèêè. Òåêóùèå ôèçè÷åñêèå æóðíàëû ðåãóëÿðíî ïóáëèêóþò ðàáîòû

ïî ýòîé òåîðèè (ñì., íàïðèìåð,[2]).

Èìåþùèåñÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå ìîäåëè ãàçîæèäêîñòíûõ ñìåñåé, êèïÿ-

ùåé âîäû � ãðóáîâàòû, à èíòåðåñíî áûëî áû ïîëó÷èòü íàäëåæàùèå óðàâíå-

íèÿ, èñõîäÿ èç �ïåðâûõ ïðèíöèïîâ� ñòàòèñòè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêè. Ê ñëîâó

ñêàçàòü, âîçìîæíîñòü ïðåâðàùåíèÿ âîäû â ëåä ëèøíèé ðàç íàïîìèíàåò íàì î

íåâîçìîæíîñòè óñòàíîâèòü ðàç è íàâñåãäà ãðàíèöû ìåæäó íàóêàìè î ïðèðîäå,

ðàç òàêèõ ãðàíèö íåò â ñàìîé ïðèðîäå.

Îáðàçóþùèåñÿ ïðè ôàçîâûõ ïåðåõîäàõ ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ôàç òî è äå-

ëî îêàçûâàþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè, è íà íèõ âîçíèêàþò âîëíû. Ñ ýòèì ñâÿçàíî

íåìàëî èíòåðåñíûõ ïðîáëåì, ìíîãèå èç êîòîðûõ äàæå íå òðåáóþò ñîçäàíèÿ

íîâûõ ìåòîäîâ è âïîëíå äîñòóïíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ. Âñïîìèíàåòñÿ ýêñïåðè-

ìåíò, ïðîâåäåííûé ðîñòîâñêèìè ôèçèêàìè (Ôðèäêèí, Ãðåêîâ) [3] åùå â 70-å

ãîäû. Êîíöû ñòåðæíÿ, èçãîòîâëåííîãî èç ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêîãî ìàòåðèàëà

(òèïà òèòàíàòà áàðèÿ), ïîääåðæèâàëèñü ïðè ðàçëè÷íûõ ïîñòîÿííûõ òåìïå-

ðàòóðàõ. Ïðè ýòîì òåìïåðàòóðà îäíîãî êîíöà áûëà íèæå, à äðóãîãî � âûøå

òî÷êè Êþðè. Ìîæíî áûëî îæèäàòü, ÷òî ÷àñòü ñòåðæíÿ, áëèçêàÿ ê ãîðÿ÷å-

ìó êîíöó, áóäåò íàõîäèòüñÿ â äèýëåêòðè÷åñêîé ôàçå, à õîëîäíàÿ ÷àñòü � â
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ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêîé. Â îáùåì, òàê îíî è âûõîäèò â ýêñïåðèìåíòå, íî òî÷-

êà ðàçäåëà ôàç íà÷èíàåò ñîâåðøàòü êîëåáàíèÿ âäîëü ñòåðæíÿ. Íàäëåæàùàÿ

òåîðèÿ ýòîãî ÿâëåíèÿ, íàñêîëüêî ÿ çíàþ, òàê è íå áûëà ïîñòðîåíà.

Äðóãîé ïðèìåð: íåò ñîìíåíèé, ÷òî ïëîñêàÿ ãðàíèöà ìåæäó âîäîé è ëüäîì

â ïðîöåññå çàìåðçàíèÿ èëè òàÿíèÿ çà÷àñòóþ îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîé. Áûëî

áû èíòåðåñíî èññëåäîâàòü âîçíèêàþùèå íà íåé ñàìîïðîèçâîëüíî âîëíû. Èíòå-

ðåñíî òàêæå ðàññìîòðåòü è ïàðàìåòðè÷åñêè âîçáóæäàåìûå âîë íû, ïîðîæäàå-

ìûå êîëåáàíèÿìè âíåøíåé òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ìîãóò îêà-

çàòüñÿ èíòåðåñíûìè, íàïðèìåð, ïðè èññëåäîâàíèè äâèæåíèÿ ëåäíèêîâ, ôîð-

ìèðîâàíèÿ è òàÿíèÿ àéñáåðãîâ, à òàêæå çàìåðçàíèÿ âîäîåìîâ. Ïîëó÷åííûå

äàííûå, âîçìîæíî, íàéäóò ïðèìåíåíèå ïðè ðàçðàáîòêå ïðàêòè÷åñêèõ ñïîñî-

áîâ ðàçðóøåíèÿ ëåäîâîãî ïîêðîâà ðåê è îçåð.

Ïðîáëåìà G2. Îïðåäåëèòü çàâèñèìîñòè êèíåòè÷åñêèõ êîýôôèöèåí-

òîâ (âÿçêîñòè, òåïëîïðîâîäíîñòè, äèôôóçèè, ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ,

äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè,...) îò òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ (òåì-

ïåðàòóðû T , äàâëåíèÿ p, ïëîòíîñòè ρ, êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè c,...).

Î÷åíü èíòåðåñíî âûÿñíèòü, êàêèå îãðàíè÷åíèÿ íà êèíåòè÷åñêèå êîýô-

ôèöèåíòû íàêëàäûâàåò òðåáîâàíèå ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè îñíîâíûõ ýâî-

ëþöèîííûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷. ß âåðþ â âîçìîæíîñòü îáùåé òåîðèè

ãëîáàëüíî ðàçðåøèìûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

è óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Êîíå÷íî, ãëîáàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå ðå-

øåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è åñòü ñïåöèàëüíîå ôèçè÷åñêîå ñâîéñòâî ñèñòå-

ìû � áûâàþò âåäü è âçðûâàþùèåñÿ ñïëîøíûå ñðåäû, êîòîðûå ìîãóò ñóùå-

ñòâîâàòü ëèøü â òå÷åíèå îãðàíè÷åííîãî âðåìåíè. Ãîâîðÿ ìàòåìàòè÷åñêè, âîç-

ìîæíîñòü êîëëàïñà åñòü ñâîéñòâî îáùåãî ïîëîæåíèÿ, òîãäà êàê ãëîáàëüíàÿ

ðàçðåøèìîñòü � ñâîåãî ðîäà âûðîæäåíèå (Òàêîâà ñòðàííîâàòàÿ ìàòåìàòè÷å-

ñêàÿ òåðìèíîëîãèÿ � íàèáîëåå èíòåðåñíûå è êðàñèâûå ñèñòåìû èìåíóþòñÿ

âûðîæäåííûìè).

I. Åäèíñòâåííîñòü. Ãëîáàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå è íåñóùåñòâîâàíèå
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ðåøåíèé.

Ïðîáëåìà 1. Ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü è ðåãóëÿðíîñòü ðåøåíèé îñíîâ-

íûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà è Íàâüå-

Ñòîêñà â ñëó÷àå îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.

Îá ýòèõ çíàìåíèòûõ ïðîáëåìàõ íåò ñìûñëà çäåñü äîëãî ðàñïðîñòðàíÿòü-

ñÿ, òåì áîëåå, ÷òî íåäàâíî ÿ íàïèñàë î íèõ ïðîñòðàííóþ ñòàòüþ [4]. Çàìå÷ó

ëèøü, ÷òî àíàëîãè÷íûå ïðîáëåìû âîçíèêàþò âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ íåëèíåéíîé

ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Äëÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà è Íàâüå-Ñòîêñà â äâóìåðíîì

ñëó÷àå ñèòóàöèÿ äîñòàòî÷íî õîðîøà � èçâåñòíû ãëîáàëüíûå òåîðåìû ñóùå-

ñòâîâàíèÿ îáîáùåííûõ è ãëàäêèõ ðåøåíèé, à òàêæå è äîñòàòî÷íî ñèëüíûå

òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè. Ïîýòîìó äîâîëüíî øèðîêî ðàñïðîñòðàíåí ïðåäðàñ-

ñóäîê, ÷òî òðóäíû ëèøü òðåõìåðíûå çàäà÷è, à äëÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ íåò îñî-

áûõ òðóäíîñòåé. Íà ñàìîì äåëå, �2-D or not 2-D that is not the question�. Äåëî

íå ñòîëüêî â äâóìåðíîñòè, ñêîëüêî â ñïåöèôè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ óðàâíåíèé Ýé-

ëåðà è Íàâüå-Ñòîêñà, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ñèëüíûå àïðèîðíûå îöåí-

êè ðåøåíèÿ. Â ñëó÷àå óðàâíåíèé Ýéëåðà � ýòî ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëîâ

âèõðÿ. Â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà ðåøàþùóþ ðîëü èãðàþò ñïåöèàëü-

íûå òåîðåìû âëîæåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ; êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ïî-ïðåæíåìó êâàäðàòè÷íà, à äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîñëåäî-

âàòü ïî òîìó æå ïóòè, ÷òî è äëÿ ïëîñêèõ òå÷åíèé, ïîíàäîáèëàñü áû íîðìà

ñêîðîñòè â ïðîñòðàíñòâå L3 (à â n-ìåðíîì ñëó÷àå � Ln).

Åñëè ðàññìàòðèâàòü îáîáùåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà ñ íà÷àëü-

íûìè ïîëÿìè ñêîðîñòè, îáëàäàþùèìè ëèøü êîíå÷íîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé,

áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé ãëàäêîñòè, ïðåèìóùåñòâî äâóìåðíîñòè

òóò æå òåðÿåòñÿ. Ïðîáëåìà ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè è åäèíñòâåííîñòè ðå-

øåíèÿ îñíîâíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è â äâóìåðíîé îáëàñòè îêàçûâàåòñÿ

åäâà ëè íå òîé æå òðóäíîñòè, ÷òî è àíàëîãè÷íàÿ òðåõìåðíàÿ çàäà÷à.
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Ðàññìîòðèì åùå óðàâíåíèÿ èäåàëüíîé êîíâåêöèè

dv

dt
= −∇p+ θk, (1)

div v = 0, (2)
dθ

dt
= 0,

d

dt
=

∂

∂t
+ vj

∂

∂xj
, (3)

vn

∣∣
∂D

= 0, v
∣∣
t=0 = v0, θ

∣∣
t=0 = θ0. (4)

Çäåñü v � ïîëå ñêîðîñòè, p � äàâëåíèå, θ � òåìïåðàòóðà, k � îðò, íàïðàâëåí-

íûé âåðòèêàëüíî ââåðõ, D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R3 èëè R2; v0 = v0(x),

θ0 = θ0(x), x ∈ D � íà÷àëüíûå ïîëÿ ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû.

Åñëè θ0 = const, òî θ(x, t) � ïîñòîÿííàÿ äëÿ âñåõ x, t, è ìû ïðèõîäèì

ê çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà. Äàæå â äâóìåðíîì ñëó÷àå äëÿ íåèçîòåðìè-

÷åñêèõ òå÷åíèé äîêàçàòåëüñòâî ãëîáàëüíîé òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ â êëàññå

ãëàäêèõ ðåøåíèé ñîâåðøåííî íåäîñòóïíî. Ñíîâà âñòàåò âîïðîñ î âîçìîæíîñòè

êîëëàïñà. Äâóìåðíîñòü ìàëî ïîìîãàåò, òàê êàê çäåñü óæå íåò çàêîíà ñîõðà-

íåíèÿ âèõðÿ â æèäêîé ÷àñòèöå.

Ïî-íàñòîÿùåìó âñå ýòè ïðîáëåìû ñëåäîâàëî áû ñòàâèòü íåôîðìàëüíî:

íàéòè ïðàâèëüíîå îïðåäåëåíèå (îáîáùåííîãî) ðåøåíèÿ òàê, ÷òîáû áûëè ñïðà-

âåäëèâû êàê ãëîáàëüíàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ, òàê è òåîðåìà åäèíñòâåííî-

ñòè.

Ïðîáëåìà 2. Ãëîáàëüíûå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ è

ïåðèîäè÷åñêèõ òå÷åíèé.

Ïîñëå êëàññè÷åñêèõ ðàáîò Æ. Ëåðå [7] è åãî ïîñëåäîâàòåëåé (ñì., íàïðè-

ìåð, [5]) îñòàëèñü âñå-òàêè äâå ïðîáëåìû, íå ïîääàþùèåñÿ óñèëèÿì èññëåäî-

âàòåëåé.

Ïðîáëåìà 2à. Äîêàçàòü ãëîáàëüíóþ òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøå-

íèÿ â äâóìåðíîé çàäà÷å îáòåêàíèÿ òâåðäîãî òåëà âÿçêîé æèäêîñòüþ.

Ñêîðîñòü íà áåñêîíå÷íîñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííîé è ðàâíîé ïîñòîÿí-

íîìó âåêòîðó ~U .
Èñòîðèÿ ýòîé çàäà÷è íà÷èíàåòñÿ ñ ïàðàäîêñà Ñòîêñà, êîòîðûé óñòàíî-
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��

��

��

PP

PP

PP

~U

Ðèñ. 1:

âèë, ÷òî â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå, ñ îòáðîøåííûì ÷ëåíîì (v,∇)v, çàäà÷à íå

èìååò ðåøåíèÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò íàõîäèòñÿ â ðàçèòåëüíîì êîíòðàñòå ñ ñóùå-

ñòâîâàíèåì ïðàêòè÷åñêè î÷åíü âàæíîãî òðåõìåðíîãî òå÷åíèÿ îêîëî îãðàíè-

÷åííîãî òåëà. Ðåøåíèå Ñòîêñà, îòíîñÿùååñÿ ê îáòåêàíèþ ñôåðû, èìååò ìíî-

ãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â åñòåñòâîçíàíèè.

Ìîæíî îáðàòèòü çàäà÷ó è ðàññìàòðèâàòü ïîñòóïàòåëüíûå äâèæåíèÿ áåñ-

êîíå÷íîãî òâåðäîãî öèëèíäðà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ −~U â æèäêîñòè, ïîêî-

ÿùåéñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ðåçóëüòàò Ñòîêñà îçíà÷àåò, ÷òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè

(ïðè t→ +∞) âñÿ æèäêîñòü íà÷íåò äâèãàòüñÿ ñ òîé æå ñêîðîñòüþ −~U è óñëî-

âèå íà áåñêîíå÷íîñòè, áóäåò íàðóøåíî. Âîïðîñ ñîñòîèò â òîì, èçìåíèòñÿ ëè

ýòîò âûâîä, åñëè ðàññìàòðèâàòü ïîëíûå óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà. Íàäî çàìå-

òèòü, ÷òî ïî ñóòè, âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äëÿ Íàâüå-Ñòîêñà ïîëó÷åíû, òàê

ñêàçàòü, âîïðåêè íåëèíåéíîñòè. Ðåçóëüòàò, êîòîðûé áîëåå èëè ìåíåå ëåãêî ïî-

ëó÷àåòñÿ äëÿ ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé, çàòåì (â áîðüáå ñ íåëèíåéíîñòüþ!)

ïåðåíîñèòñÿ íà ïîëíûå óðàâíåíèÿ. Â ïðîáëåìå äâóìåðíîãî îáòåêàíèÿ èñêî-

ìûé ðåçóëüòàò äîëæåí áûòü ïîëó÷åí áëàãîäàðÿ íåëèíåéíîñòè. Ïîêà ÷òî ýòî

óäàëîñü ñäåëàòü ëèøü äëÿ ìàëûõ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà [6].

Àíàëîãè÷íûå âîïðîñû äëÿ íåïîñòóïàòåëüíûõ äâèæåíèé òåëà, à òàêæå â

ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè äâèæåíèé òàêæå íå íàøëè åùå óäîâëåòâî-

ðèòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Ïðîáëåìà 2b. Ñòàöèîíàðíûå è ïåðèîäè÷åñêèå òå÷åíèÿ âÿçêîé íåñæè-

ìàåìîé æèäêîñòè ïðè íàëè÷èè âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ.
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Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà â

îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D â R3 èëè R2 ñ ãðàíèöåé ∂D, ñîñòîÿùåé èç ñâÿçíûõ

êîìïîíåíò S1, S2, . . . , Sk. Áóäåì ñ÷èòàòü ñêîðîñòü v çàäàííîé íà ãðàíèöå:

v
∣∣
∂D

= q, (5)

ãäå q � çàäàííîå íà ãðàíèöå âåêòîðíîå ïîëå. Óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè æèäêî-

ñòè íàêëàäûâàåò íà ïîëå q èçâåñòíûå îãðàíè÷åíèÿ

k∑
`=1

∫
S`

qndS = 0. (6)

Ñóììàðíûé ïîòîê ñêîðîñòè ñêâîçü ãðàíèöó ∂D äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ.

Ìåæäó òåì, â êëàññè÷åñêîé ðàáîòå Æ. Ëåðå [7] ãëîáàëüíàÿ òåîðåìà ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ äîêàçàíà ëèøü ïðè áîëåå îãðàíè÷èòåëüíîì

óñëîâèè:∫
S1

qndS = . . . =

∫
Sk

qndS = 0, (7)

êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì (6) ëèøü â ñëó÷àå ñâÿçíîé ãðà-

íèöû, ïðè k = 1. Óñëîâèå (7) îçíà÷àåò, ÷òî æèäêîñòü íå ïîñòóïàåò â îáëàñòü

òå÷åíèÿ D äîïîëíèòåëüíî èçíóòðè îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ ïîâåðõíîñòÿìè

S1, . . . , Sk−1 (ñ÷èòàåì, ÷òî Sk � âíåøíÿÿ ãðàíèöà), à òàêæå è íå óäàëÿåò-

ñÿ èç îáëàñòè D ÷åðåç ýòè ïîâåðõíîñòè. Íåò íè âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ, íè

âíóòðåííèõ ñòîêîâ (âåðíåå, èõ ñóììàðíàÿ îáèëüíîñòü ðàâíà íóëþ).

Òî æå óñëîâèå (7) ïðèøëîñü íàëîæèòü íà ãðàíè÷íîå ïîëå q(x, t) è ïðè

äîêàçàòåëüñòâå ãëîáàëüíîé òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé

[8]. Ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ïðîáëåìå.

Äîêàçàòü (èëè îïðîâåðãíóòü ïóòåì ïîñòðîåíèÿ êîíòðïðèìåðîâ) ãëî-

áàëüíóþ òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ è âûíóæäåííûõ ïåðèîäè-

÷åñêèõ äâèæåíèé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ñëó÷àå, êîãäà îãðàíè-

÷åííàÿ îáëàñòü D â R3 èëè R2 èìååò ãðàíèöó, ñîñòîÿùóþ èç êîìïîíåíò
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ñâÿçíîñòè S1, . . . , Sk, ïðè÷åì k > 1, è âûïîëíÿåòñÿ ëèøü íåîáõîäèìîå óñëî-

âèå (6).

Ïðè ýòîì äàííûå çàäà÷è ∂D, q, à òàêæå âíåøíþþ ìàññîâóþ ñèëó F (x)

â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå è F (x, t) � â ïåðèîäè÷åñêîì, ìîæíî ñ÷èòàòü C∞�

ãëàäêèìè.

Ó ìåíÿ ñêëàäûâàåòñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî ðåçóëüòàò áóäåò ñêîðåå îòðèöà-

òåëüíûì. Åñëè òàê, òî íåîáõîäèìûå êîíòðïðèìåðû ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû

óæå äëÿ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ êîíöåíòðè÷åñêîãî êðóãîâîãî êîëüöà.

Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ è âíåøíèå çàäà÷è ñ âíóòðåííèìè èñòî÷íèêàìè è

ñòîêàìè. Íåêîòîðûå èíòåðåñíûå ÿâëåíèÿ, íàáëþäàåìûå äëÿ âíåøíèõ âðàùà-

òåëüíî ñèììåòðè÷íûõ òå÷åíèé, ðàññìîòðåíû â [9].

Äîáàâëþ åùå, ÷òî óñëîâèå (7) ïîçâîëÿåò äîêàçàòü äèññèïàòèâíîñòü íåñòà-

öèîíàðíîé ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà [10]. Âåðîÿòíî, è ýòîò ðåçóëüòàò (èñêëþ÷àÿ,

êîíå÷íî, ñëó÷àé ìåäëåííûõ òå÷åíèé) òîæå ïàäàåò, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ëèøü

îáùåå óñëîâèå (6).

Ìíå êàæåòñÿ âåðîÿòíûì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà Ðåéíîëüäñà ñòàöèî-

íàðíûé ðåæèì ìîæåò èñ÷åçíóòü � óéòè íà áåñêîíå÷íîñòü, êîãäàR→ R∗, ïðè-

÷åì êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå R∗ êîíå÷íî. Îäíàêî, ïåðåä òåì êàê èñ÷åçíóòü, ýòîò

ñòàöèîíàðíûé ðåæèì òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, ïîðîæäàÿ àâòîêîëåáàòåëüíûé ïå-

ðèîäè÷åñêèé ðåæèì (âîçìîæíî, êîíå÷íî, ÷òî ñíà÷àëà ïðîèñõîäèò âåòâëåíèå

â êëàññå ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ). Èíòåðåñíî áûëî áû ïðîâåðèòü õîòÿ áû â

÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå âîçìîæíîñòü òàêîãî õîäà ñîáûòèé.

II. Îáùàÿ òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè

Ïðîáëåìà 3. Ñóùåñòâîâàíèå íåóñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ è ïåðèî-

äè÷åñêèõ òå÷åíèé â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè.

Ïóñòü a = a(x) � ïîëå ñêîðîñòè ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ âÿçêîé íåñæè-

ìàåìîé æèäêîñòè â çàäàííîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D â R3 èëè R2. Áóäåì

ñ÷èòàòü a ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà ïðè çàäàííûõ
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âíåøíèõ ñèëàõ è ãðàíè÷íîì ïîëå ñêîðîñòè. Ëèíåàðèçóÿ óðàâíåíèå Íàâüå-

Ñòîêñà íà ýòîì îñíîâíîì òå÷åíèè è ðàçûñêèâàÿ ðåøåíèå âèäà eσtu(x), ïðè-

õîäèì ê ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å

σu+ (u,∇)a+ (a,∇)u = −∇q + ν∆u, (8)

div u = 0, (9)

u
∣∣
∂D

= 0. (10)

Ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë σ, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à (8)�(10) íåíóëåâîå

ðåøåíèå, íàçîâåì ñïåêòðîì óñòîé÷èâîñòè îñíîâíîãî òå÷åíèÿ a è îáîçíà÷èì

åãî ÷åðåç Σa. Èçâåñòíî, ÷òî ñïåêòð óñòîé÷èâîñòè ëþáîãî òå÷åíèÿ a ñ÷åòåí, è

îòâå÷àþùàÿ åìó ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ ïîëíà [14].

Ïîïðîáóåì ïðåäñòàâèòü ñåáå âåëèêóþ áóäóùóþ ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ òå-

îðèþ óñòîé÷èâîñòè, êîòîðàÿ óæå ðàçðåøèëà âñå ïðèíöèïèàëüíûå çàäà÷è è

ìîæåò ïîðó÷èòü êîìïüþòåðó èññëåäîâàíèå êîíêðåòíûõ òå÷åíèé, èõ óñòîé÷è-

âîñòè è ïåðåõîäîâ. Âîçìîæíî, â ýòîé òåîðèè áóäóò èãðàòü ñóùåñòâåííóþ ðîëü

ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1 Íàçîâåì äåñòàáèëèçàòîðîì D = D(D) ìíîæåñòâî âñåõ

ãëàäêèõ ñîëåíîèäàëüíûõ (div a = 0) âåêòîðíûõ ïîëåé a íà îáëàñòè D òà-

êèõ, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (8)�(10) èìååò õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå

çíà÷åíèå σ0 íà ìíèìîé îñè:

D = D(D) = {a : div a = 0, ∃σ0 ∈ Σa : Reσ0 = 0}. (11)

Îïðåäåëåíèå 2 Áèôóðêàòîðîì B = B(D) íàçîâåì ìíîæåñòâî ñîëåíîè-

äàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé a íà D, ÷åé ñïåêòð óñòîé÷èâîñòè Σa ñîäåðæèò

òî÷êó 0:

B = B(D) = {a : div a = 0, 0 ∈ Σa}. (12)

Îïðåäåëåíèå 3 Îñöèëëÿòîðîì O = O(D) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ

ãëàäêèõ ñîëåíîèäàëüíûõ ïîëåé a íà D, ÷åé ñïåêòð óñòîé÷èâîñòè Σa ñîäåð-

æèò õîòÿ áû îäíó ïàðó êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ÷èñåë ±iω, ω 6= 0:

O = O(D) = {a : div a = 0, ∃ω ∈ R, ω 6= 0 : iω ∈ Σa}. (13)
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unstable

stable

aλ

aλ∗

D

s

s

Ðèñ. 2:

Ïóñòü òåïåðü aλ ∈ aλ(x) � ñîëåíîèäàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå, çàâèñÿùåå

îò âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà λ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè λ = 0 ýòî òå÷åíèå,

a0 = a0(x) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, è åãî ñïåêòð óñòîé÷èâîñòè ðàñïîëîæåí

âíóòðè ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Òîãäà ñâîéñòâî àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè

ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ ìàëûõ λ. Áóäåì òåïåðü óâåëè÷èâàòü λ (ïóñòü, äëÿ îïðåäå-

ëåííîñòè, λ > 0). Âîçìîæíî, ÷òî òå÷åíèå aλ ïðè íåêîòîðûõ λ íåóñòîé÷èâî.

Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ λ∗, îòâå÷àþùèå ïåðåõîäó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé èç

óñòîé÷èâîé ïîëóïëîñêîñòè â íåóñòîé÷èâóþ, â ÷àñòíîñòè, òå, êîòîðûå ðàçäå-

ëÿþò èíòåðâàëû óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè, îïðåäåëÿþòñÿ òåì óñëîâè-

åì, ÷òî ñïåêòð Σa ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó òî÷êó ìíèìîé îñè. Èíà÷å ãîâîðÿ,

êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ λ∗ îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì: aλ∗ ∈ D(D) (ñì. Ðèñ. 2).

Êîíå÷íî, ïðè äâèæåíèè ïî ïàðàìåòðó λ ñåìåéñòâî aλ ìîæåò íåñêîëüêî ðàç

ïåðåñåêàòü äåñòàáèëèçàòîð D.
Åñëè óæå èçâåñòíî, ÷òî òå÷åíèå aλ òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, âîçíèêàåò âî-

ïðîñ î õàðàêòåðå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðåõîäà. Â óñëîâèÿõ îáùåãî ïîëîæå-

íèÿ îòâåò â îñíîâíîì çàâèñèò îò òîãî, êàêîâ íåéòðàëüíûé ñïåêòð (ïåðåñå-

÷åíèå ñïåêòðà ñ ìíèìîé îñüþ) êðèòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ aλ∗. Åñëè aλ∗ ∈ B(D),

ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïðîèñõîäèò âåòâëåíèå ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ. Åñëè æå

aλ∗ ∈ O(D), òî â óñëîâèÿõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ èìååò ìåñòî áèôóðêàöèÿ îò-

âåòâëåíèÿ öèêëà (àâòîêîëåáàòåëüíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà).

Åñëè ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî ìíîæåñòâà D, B, O èìåþòñÿ â ïàìÿòè ìàøè-
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íû, òî â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå îñòàåòñÿ ëèøü ïðîñëåäèòü çà ïîïàäàíèåì

íà íèõ ñåìåéñòâà aλ.

Ñôîðìóëèðóåì ïðîáëåìó â ñëåäóþùåì âèäå.

Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé îáëàñòè D â R3 èëè R2 ìíîæåñòâà D(D),

B(D), O(D) íåïóñòû.

Ïîêà ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò èçâåñòåí ëèøü äëÿ îáëàñòåé âðàùåíèÿ â R3

[11]�[13]. Êîíå÷íî, âñëåä çà äîêàçàòåëüñòâîì ãëàâíîãî ñâîéñòâà âñÿêîãî ìíî-

æåñòâà � åãî íåïóñòîòû � âîçíèêíóò è âîïðîñû î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâ D, B,
O. Âåðîÿòíî, îíè îêàæóòñÿ ñòðàòèôèöèðîâàííûìè â ñîîòâåòñòâèè ñ êîðàç-

ìåðíîñòÿìè áèôóðêàöèé, âîçíèêàþùèõ ïðè èõ ïåðåñå÷åíèè ñåìåéñòâîì aλ.

Âïîëíå àíàëîãè÷íûå âîïðîñû åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü è äëÿ ïåðèîäè÷å-

ñêèõ ðåæèìîâ, ñêàæåì, ôèêñèðîâàííîãî ïåðèîäà p. Êðîìå ìíîæåñòâ Dp, Bp,

Op, åñòåñòâåííî îáîáùàþùèõ D, B, O, íóæíî áóäåò âêëþ÷èòü åùå äóáëèêà-
òîðDbp � ìíîæåñòâî p-ïåðèîäè÷åñêèõ ïî t ñîëåíîèäàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé

íà îáëàñòè D, îáëàäàþùèõ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî îòâå÷àþùèé èì îïåðàòîð ìî-

íîäðîìèè èìååò ìóëüòèïëèêàòîð −1.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ââåäåííûå îïðå-

äåëåíèÿ íåïëîõî ðàáîòàþò. Íàïðèìåð, óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ìíîæåñòâà, àíàëî-

ãè÷íûå D, B, O, äëÿ ãàëåðêèíñêèõ àïïðîêñèìàöèé óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà

(Þäîâè÷ Â. È. Î áèôóðêàòîðàõ, îñöèëëÿòîðàõ è äåñòàáèëèçàòîðàõ ñèñòåìû

Íàâüå-Ñòîêñà, ñòàòüÿ ãîòîâèòñÿ ê ïå÷àòè).

Ïðîáëåìà 4. Ïîëíîòà ñèñòåìû ðåøåíèé Ôëîêå â çàäà÷å óñòîé÷èâî-

ñòè ïåðèîäè÷åñêèõ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè.

Ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà íà èçâåñòíîì T -ïåðèîäè÷åñêîì

òå÷åíèè a(x, t) â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D ñ òâåðäîé ãðàíèöåé ïðèâîäèò ê

ñèñòåìå óðàâíåíèé ñ T -ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Åñëè ðàçûñêèâàòü

åå ðåøåíèÿ âèäà eσtu(x, t), ãäå âåêòîð-ôóíêöèÿ u T -ïåðèîäè÷íà, òî ïîëó÷èì
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ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó ñ êîìïëåêñíûì ïàðàìåòðîì σ

ut + σu+ (a,∇)u+ (u,∇)a = −∇q + ν∆u, (14)

div u = 0, (15)

u
∣∣
∂D

= 0. (16)

Ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë σ, äëÿ êîòîðûõ ýòà çàäà÷à èìååò íåíóëåâîå

ðåøåíèå, íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì óñòîé÷èâîñòè èëè ñïåêòðîì Ôëîêå òå÷åíèÿ

a(x, t). Çàìåòèì, ÷òî âìåñòå ñ êàæäîé òî÷êîé σ ýòîò ñïåêòð ñîäåðæèò òàêæå

ñ÷åòíîå ÷èñëî òî÷åê σ+inω, ω = 2π/T , n ∈ Z. Íàðÿäó ñ ðåøåíèåì eσtu(x, t), ê

ðåøåíèÿì Ôëîêå îòíîñÿò òàêæå ðåøåíèå âèäà eσt
n∑

k=0
tkuk

m(x, t), m = 0, 1, . . . r

ñ T -ïåðèîäè÷åñêèìè âåêòîð-ôóíêöèÿìè uk
m, íàçûâàåìûìè ïðèñîåäèíåííûìè

ðåøåíèÿìè Ôëîêå, èëè (êðàéíå íåóäà÷íî) îáîáùåííûìè ðåøåíèÿìè Ôëîêå.

Îïðåäåëèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî S2(D) êàê çàìûêàíèå ìíîæåñòâà

C∞-ãëàäêèõ, ôèíèòíûõ â îáëàñòè D ñîëåíîèäàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ïî

íîðìå L2(D). Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó

Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî T -ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ a ñèñòåìà ðåøå-

íèé Ôëîêå ïîëíà � â òîì ñìûñëå, ÷òî èõ çíà÷åíèÿ ïðè t = 0 îáðàçóþò

ïîëíóþ ñèñòåìó â S2(D).

Ââåäåì îïåðàòîð ìîíîäðîìèè UT ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ ïî-

ëó÷àåòñÿ èç (14)�(16) ïðè σ = 0. Ïî îïðåäåëåíèþ, äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ u(x, t)

ýòîé ñèñòåìû UTu0 = u(·, T ), åñëè u0 � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå: u0(x) = u(x, 0).

Ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà ïðîáëåìû: äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð ìîíîäðî-

ìèè UT èìååò ïîëíóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ.

Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé ïîëíîòà ñèñòåìû íîðìàëüíûõ ìîä äàâ-

íî äîêàçàíà [14]. Ðåøàþùóþ ðîëü â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå èãðàåò ïðèìåíåíèå

èçâåñòíîé òåîðåìû Êåëäûøà. Äåëî â òîì, ÷òî ïðè a = 0 ïîëó÷àåòñÿ ñàìîñî-

ïðÿæåííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à, äëÿ êîòîðîé ïîëíîòà ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ âûâîäèòñÿ ñòàíäàðòíî. Ñëàãàåìûå ñîäåðæàùèå òå÷åíèå a, îáðàçóþò,

õîòÿ è íå ìàëîå, íî ñëàáîå âîçìóùåíèå ãëàâíîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî è ïîëîæè-
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òåëüíî îïðåäåëåííîãî îïåðàòîðà, ÷òî è äàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü òåîðåìó

Êåëäûøà.

Äîâîëüíî óäèâèòåëüíûì îáðàçîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó-

÷àå òåîðèÿ Êåëäûøà íåïðèìåíèìà. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ïîëíîòå ðåøåíèé

Ôëîêå áûëè ïîëó÷åíû â 70-õ ãîäàõ ìîèì àñïèðàíòîì À. È. Ìèëîñëàâñêèì

[15]. Åìó ïðèøëîñü ïðèìåíèòü òåîðåìó Äàíôîðäà è Øâàðöà [16], êîòîðàÿ

òîæå äàåò ñîõðàíåíèå ïîëíîòû ñèñòåìû êîðíåâûõ âåêòîðîâ ïðè âîçìóùåíèè,

íî îñíîâàíà íà ñîâñåì èíûõ ïðèíöèïàõ íåæåëè òåîðåìà Êåëäûøà. Óñëîâèÿ

ýòîé òåîðåìû çàïðåùàþò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà

íåîãðàíè÷åííî ñáëèæàòüñÿ. Òàêîå ïîâåäåíèå õàðàêòåðíî, îäíàêî, äëÿ ñïåê-

òðàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ íà îòðåçêå, à, íàïðèìåð, äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â

îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D ⊂ Rm ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ ðàñòóò êàê n2/m è ïðè

m > 3 ñáëèæàþòñÿ, êîãäà n → ∞. Èìåííî èç-çà ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ íóæíûé

ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç îáùèõ òåîðåì Ìèëîñëàâñêîãî ëèøü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà

èìååò ìåñòî ïîëíîå ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ, è â èòîãå ìû ïðèõîäèì ê ïàðàáî-

ëè÷åñêîìó óðàâíåíèþ (èëè ñèñòåìå òàêèõ óðàâíåíèé) âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðè-

îäè÷åñêèìè ïî t êîýôôèöèåíòàìè è ñ îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé.

Êîíå÷íî, ýòîò êëàññ âêëþ÷àåò ìíîãî èíòåðåñíûõ òå÷åíèé � ïàðàëëåëüíûå

òå÷åíèÿ â êðóãëîé òðóáå èëè êàíàëå, ïåðèîäè÷åñêèå ïî t âðàùàòåëüíûå òå-

÷åíèÿ ìåæäó ñîîñíûìè öèëèíäðàìè è ò. ä. Îáùàÿ çàäà÷à îêàçàëàñü, îäíàêî,

òðóäíîé, ïðè÷åì òðóäíîñòè íîñÿò ïðèíöèïèàëüíûé õàðàêòåð.

Åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ëèøü òå ñóùåñòâåííûå ñâîéñòâà ëèíåàðèçî-

âàííîé ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà, ñ êîòîðûìè ìû, äåéñòâèòåëüíî, ìîæåì ðàáî-

òàòü, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé àáñòðàêòíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ãèëüáåðòî-

âîì ïðîñòðàíñòâå H

du

dt
+ Au = B(t)u. (17)

Çäåñü A � (ïîñòîÿííûé) ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð (òèïà îïåðàòîðà Ëàïëà-

ñà −∆ èëè îïåðàòîðà Ñòîêñà −Π∆), ïðè÷åì åãî îáðàòíûé A−1 = G (îïåðàòîð
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Ãðèíà) âïîëíå íåïðåðûâåí. Îïåðàòîð-ôóíêöèÿ B(t) ïåðèîäè÷íà ïî t ñ ïåðè-

îäîì T , äëÿ êàæäîãî t ïîä÷èíåíà îïåðàòîðó A â òîì ñèëüíîì ñìûñëå, ÷òî

îïåðàòîð-ôóíêöèè G1/2B(t) è BG1/2 ñóòü îãðàíè÷åííûå è íåïðåðûâíûå ïî

t â ñìûñëå ðàâíîìåðíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè (ïî íîðìå îïåðàòîðîâ â H)

îïåðàòîð-ôóíêöèè. Òî÷íåå ãîâîðÿ, îïåðàòîð B(t) ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åí

è íå âñþäó îïðåäåëåí, íî åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(B(t)) äîëæíà ñîäåð-

æàòü îáðàç îïåðàòîðà G1/2, è óïîìÿíóòûå âûøå îïåðàòîð-ôóíêöèè äîëæíû

äîïóñêàòü ïðîäîëæåíèå ïî íåïðåðûâíîñòè äî îãðàíè÷åííûõ è íåïðåðûâíûõ.

Â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî B ïîëíîòà âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû Êåëäûøà. Êàçà-

ëîñü áû, ýòîò ðåçóëüòàò äîëæåí îáîáùàòüñÿ è íà ïåðèîäè÷åñêèå B(t). Îäíàêî

Ìèëîñëàâñêèé ïîñòðîèë ïðèìåð óðàâíåíèÿ âèäà (17), äàæå ñ îãðàíè÷åííûì

êîýôôèöèåíòîì B(t), äëÿ êîòîðîãî îïåðàòîð ìîíîäðîìèè êâàçèíèëüïîíåí-

òåí! Òàêîå óðàâíåíèå âîîáùå íå èìååò ðåøåíèé Ôëîêå.

Çàìå÷ó, ÷òî ðîëü ïîëíîòû íîðìàëüíûõ ìîä èëè ðåøåíèé Ôëîêå â ïðî-

áëåìå óñòîé÷èâîñòè ìíîãèìè àâòîðàìè ñèëüíî ïðåóâåëè÷åíà. Îòñóòñòâèå ðå-

øåíèé Ôëîêå ó óðàâíåíèÿ (17) ãîâîðèò î åãî ñâåðõóñòîé÷èâîñòè: êàæäîå åãî

ðåøåíèå çàòóõàåò ïðè t→ +∞ áûñòðåå ëþáîé ýêñïîíåíòû, ïî êðàéíåé ìåðå,

êàê e−kt ln t ïðè íåêîòîðîì k > 0, à òî äàæå è êàê e−ktα, α > 1.

Ïðèìåð Ìèëîñëàâñêîãî íîñèò àáñòðàêòíûé õàðàêòåð. Î÷åíü èíòåðåñ-

íî âûÿñíèòü, âîçìîæíà ëè òàêîãî ðîäà ñâåðõóñòîé÷èâîñòü äëÿ ïàðàáîëè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé Íàâüå-Ñòîêñà. Ìíå êàæåòñÿ, ÷òî ñêîðåå íåâîçìîæíî (áîëåå âåðîÿòíî,

÷òî ñâåðõóñòîé÷èâîñòü èìååò ìåñòî íà íåêîòîðîì èíâàðèàíòíîì ïîäïðîñòðàí-

ñòâå). Äåëî â òîì, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ ïåðåìåííûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè, ñêàæåì, ïîðÿäêîâ m è n �ïî÷òè êîììóòèðóþò�, èõ êîììóòàòîð

�òåðÿåò ïîðÿäîê�. Ýòî äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïîðÿäêà ìåíüøåãî, ÷åì

m + n. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ êîììóòèðóþùèõ â åñòåñòâåííîì ñìûñëå îïå-

ðàòîðîâ A è B(t) ðåçóëüòàò î ïîëíîòå, êîíå÷íî, ñïðàâåäëèâ.

Ñîøëþñü åùå íà ðàáîòó [18], ãäå ïîñòðîåí ïðèìåð ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ íà òîðå T 3, âèäà ut − ∆u = q(x, t)u ñ îãðàíè÷åííûì ïî x, t êîýôôè-
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öèåíòîì, ó êîòîðîãî èìåþòñÿ ðåøåíèÿ, çàòóõàþùèå ïðè t → +∞ êàê e−ct2,

c > 0. Íî âîçìîæíî ëè òàêîå áûñòðîå çàòóõàíèå, êîãäà ôóíêöèÿ q ïåðèîäè÷íà

ïî t?

Ñóùåñòâóåò êëàññ óðàâíåíèé (17) ñ ñàìîñîïðÿæåííûì è ñòðîãî ïîëîæè-

òåëüíûì îïåðàòîðîì ìîíîäðîìèè. Ýòî óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî

óñëîâèå ([12, 13])

B∗(−t) = B(t). (18)

Â ýòîì ñëó÷àå, êîíå÷íî, îïåðàòîð ìîíîäðîìèè óðàâíåíèÿ (17) èìååò îðòî-

íîðìàëüíûé ñîáñòâåííûé áàçèñ. Ê ñîæàëåíèþ, ëèøü íåìíîãèå âðàùàòåëü-

íûå ïåðèîäè÷åñêèå òå÷åíèÿ æèäêîñòè, à òàêæå ïåðèîäè÷åñêèå êîíâåêòèâíûå

òå÷åíèÿ ñòðàòèôèöèðîâàííîé æèäêîñòè ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿì âèäà (17) ñ

âûïîëíåííûì óñëîâèåì (18).

III. Óñòîé÷èâîñòü òå÷åíèé èäåàëüíîé æèäêîñòè

Ïðîáëåìà 5. Îáîñíîâàòü çàêîííîñòü ëèíåàðèçàöèè â çàäà÷å î íåóñòîé-

÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè îòíî-

ñèòåëüíî ñëàáûõ íîðì.

Ïîä íåóñòîé÷èâîñòüþ ïîíèìàåòñÿ îòñóòñòâèå óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíî-

âó. Â ñàìî îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó âõîäèò íîðìà íà ôóíê-

öèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñîëåíîèäàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, êàñàòåëüíûõ ê

ãðàíèöå îáëàñòè òå÷åíèÿ. Îò âûáîðà ýòîé íîðìû çàâèñèò îòâåò íà âîïðîñ îá

óñòîé÷èâîñòè [14, 19, 20, 21, 22]. Åñòü ñåðüåçíûå îñíîâàíèÿ äóìàòü, ÷òî âñå

òå÷åíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè íåóñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî �ñèëü-

íûõ� íîðì: max
x
| rot v(x, t)|+. . . â òðåõìåðíîì ñëó÷àå è max

x
| grad rot v(x, t)|+

. . . � â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû áîëåå ñëàáûå íîðìû, íà-

ïðèìåð L2-íîðìà. Õîòÿ â îáùåì ñëó÷àå ýòî óòâåðæäåíèå îñòàåòñÿ ãèïîòåçîé,

â åãî ñïðàâåäëèâîñòè óáåæäàåò áîëüøîé íàáîð ïðèìåðîâ è òåîðåì, îòíîñÿ-

ùèõñÿ ê ðàçëè÷íûì êëàññàì òå÷åíèé. Ïî-âèäèìîìó, äàæå òâåðäîå âðàùåíèå

æèäêîñòè íå ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷åíèåì.
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Âñå ãîâîðèò î òîì, ÷òî óæå Lp-íîðìû âèõðÿ â òðåõìåðíîì ñëó÷àå è åãî

Cλ-íîðìû â äâóìåðíîì ñëó÷àå òîæå ñî âðåìåíåì íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò

äëÿ î÷åíü øèðîêèõ êëàññîâ òå÷åíèé. Ýòè êëàññû, âåðîÿòíî, ñòîëü øèðîêè,

÷òî íè îäíî ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå íå ìîæåò áûòü îòíîñèòåëüíî òàêèõ íîðì

óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå åñòåñòâåííûé âûáîð íîðìû ïîäñêàçûâàåòñÿ èçâåñò-

íîé ãëîáàëüíîé òåîðåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ: ýòî íîðìà â ïðîñòðàíñòâå V ñîëå-

íîèäàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà îáëàñòè D ⊂ R2 ñ îãðàíè÷åííûì âèõðåì:

‖v‖V = ess max
x∈D

| rot v(x)|+ . . . (19)

Çäåñü ìíîãîòî÷èå ñíîâà îçíà÷àåò ìëàäøóþ íîðìó. Íîðìà ïîëÿ ñêîðîñòè v(x, t)

â ïðîñòðàíñòâå V îöåíèâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ R [26]. Ýòî íàèáîëåå ñèëüíàÿ

íîðìà, êîòîðàÿ åùå îñòàåòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé äëÿ âñåõ t ∈ R.
Âî âñÿêîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, ÷òî îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè è ñîîòâåò-

ñòâåííî íåóñòîé÷èâîñòè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñó-

ùåñòâóþò óñòîé÷èâûå òå÷åíèÿ. Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî òå÷åíèÿ ñ ïîñòîÿííûì

âèõðåì óñòîé÷èâû ïî Ëÿïóíîâó â ïðîñòðàíñòâå V .

Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå �ïðàâèëüíûé� âûáîð íîðìû íåÿñåí, õîòÿ áû ïîòî-

ìó, ÷òî íàì íåèçâåñòíà íèêàêàÿ ãëîáàëüíàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ

íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è. Â òî æå âðåìÿ, â ñëó÷àå óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïó-

íîâó, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, äâèæåíèÿ ïðè ìàëûõ íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèÿõ

äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ t > 0. Ïðàâäà, ýòî â ïðèíöèïå íå ïðåïÿò-

ñòâóåò ïîñòàíîâêå çàäà÷è î íåóñòîé÷èâîñòè, òàê êàê êîëëàïñ, óõîä äâèæåíèÿ

íà áåñêîíå÷íîñòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ, ñëåäóåò îòíåñòè ê ñëó÷àþ íåóñòîé÷èâî-

ñòè. Ìîæåò áûòü ïðèäåòñÿ ñìÿã÷èòü îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó,

íàïðèìåð, äîïóñêàÿ ëèøü ãëàäêèå âîçìóùåíèÿ èç ìíîæåñòâà, âñþäó ïëîò-

íîãî â âûáðàííîì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Òàê èëè èíà÷å, ïîêà ÷òî

ðàçóìíûìè êàíäèäàòàìè íà ðîëü �ïðàâèëüíîé� íîðìû ìîãóò áûòü C-íîðìà

è L2-íîðìà. Ïðè ðåøåíèè ïðîáëåìû 5 âîçìîæåí, êîíå÷íî, è äðóãîé âûáîð,

îäíàêî, íîðìà äîëæíà áûòü ñëàáåå, ÷åì max
x
| rot v| â ñëó÷àå 3-D òå÷åíèé.
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòåí ëèøü îäèí îáùèé ðåçóëüòàò ïî îáîñíîâà-

íèþ ëèíåàðèçàöèè â çàäà÷å óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé èäåàëüíîé

íåñæèìàåìîé æèäêîñòè [23]. Îäíàêî, â ýòîé ðàáîòå íåóñòîé÷èâîñòü â ñëó÷àå,

êîãäà ñïåêòð ñîäåðæèò òî÷êó ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, äîêàçàíà ëèøü îòíîñè-

òåëüíî ÷åðåñ÷óð ñèëüíûõ íîðì. Äðóãîé íåäîñòàòîê ýòîé ñòàòüè � íàëè÷èå äî-

ïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ íà ñïåêòð, à èìåííî � ñóùåñòâîâàíèå ñïåêòðàëüíîãî

ìíîæåñòâà, öåëèêîì ëåæàùåãî â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè (íà ñàìîì äåëå, äàæå

÷óòü áîëåå ñèëüíîãî). Ýòîò íåäîñòàòîê, äóìàþ, ëåãêî óñòðàíèòü, èñïîëüçóÿ

ïîäõîä Ì. Ã. Êðåéíà [24], ñâÿçàííûé ñ �ïî÷òè � ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè�.

Ïðîáëåìà 6. Îáîñíîâàíèå ìåòîäà Àðíîëüäà â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè

òå÷åíèé èäåàëüíîé æèäêîñòè.

Íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíûå óñïåõè, äîñòèãíóòûå ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Â.

È. Àðíîëüäà, íà÷èíàÿ ñ åãî ïèîíåðñêèõ ðàáîò ñåðåäèíû 60-õ ãîäîâ (ñì. [25]),

ìíîãèå ïðèíöèïèàëüíûå âîïðîñû òåîðèè îñòàëèñü â òåíè è äî ñèõ ïîð îñòà-

þòñÿ íåÿñíûì.

Ïðîáëåìà 6à. Äîêàçàòü óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó â ïðîñòðàíñòâå

V â ñëó÷àå, êîãäà äâóìåðíîå ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå óäîâëåòâîðÿåò êðèòå-

ðèþ Àðíîëüäà.

Íàïîìíþ, ÷òî â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ ñ ôóíêöèåé òîêà ψ =

ψ(x, y), óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ

ψ = F (∆ψ), (20)

ýòîò êðèòåðèé òðåáóåò, ÷òîáû áûëà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, ëèáî îòðè-

öàòåëüíî îïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

H = H[ϕ] =
1

2

∫
D

[
(∇ϕ)2 +

∇ψ
∆∇ψ

(∆ϕ)2
]
dxdy, (21)

ϕ
∣∣
∂D

= 0. (22)

Ïðè åñòåñòâåííîì îãðàíè÷åíèÿõ Â. È. Àðíîëüä äîêàçàë àïðèîðíóþ îöåíêó

äëÿ L2-íîðìû âèõðÿ âîçìóùåíèÿ ‖∆ϕ(·, t)‖L2(D). Íî äëÿ òàêèõ íà÷àëüíûõ
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äàííûõ, õîòÿ è èçâåñòíà ãëîáàëüíàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ [26], íåò òåîðå-

ìû åäèíñòâåííîñòè. Äëÿ åäèíñòâåííîñòè äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íà-

÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ïðèíàäëåæèò V , òî åñòü ∆ϕ ∈ L∞(D) (ñì. òàêæå [27], ãäå

åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíà è äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà òå÷åíèé ñ íåîãðàíè÷åííûì

âèõðåì). Òàêèì îáðàçîì, óñòîé÷èâîñòü â ýòîì ïðîñòðàíñòâå äîêàçàíà ëèøü â

íåêîòîðîì îñëàáëåííîì ñìûñëå: åñëè äàæå âîçìóùåííûõ òå÷åíèé ìíîãî, òî

âñå îíè ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò îñíîâíîãî ñòàöèîíàðíîãî. Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò

ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà.

Ïðîáëåìà 6b. Äîêàçàòü (èëè îïðîâåðãíóòü) åäèíñòâåííîñòü ðåøå-

íèÿ îñíîâíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà â îãðàíè÷åííîé

îáëàñòè D ⊂ R2 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íà÷àëüíûé âèõðü ïðèíàäëåæèò Lp(D)

ïðè íåêîòîðîì p > 1.

Ïîêà ïðèõîäèòñÿ ïðèçíàòü, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó â ïðîñòðàí-

ñòâå V äîêàçàíà ïîëíîñòüþ ëèøü äëÿ òå÷åíèé ñ ïîñòîÿííûì âèõðåì. Ê ñëîâó

ñêàçàòü, äëÿ òàêèõ òå÷åíèé ôîðìà (21) íå îïðåäåëåíà, à ðåçóëüòàò îá óñòîé-

÷èâîñòè ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Ïîðà çàìåòèòü, ÷òî äàëåêî íå âñå ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿþò

óðàâíåíèþ òèïà (20) ñ îäíîçíà÷íîé è ãëàäêîé ôóíêöèåé F . Â ñàìîì äåëå,

âîîáùå ãîâîðÿ, ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå, îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

D(ψ,∆ψ)

D(x, y)
= 0, (23)

òî åñòü òðåáîâàíèåì, ÷òîáû ψ è ∆ψ íàõîäèëèñü â ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñè-

ìîñòè. Íàïðèìåð, èñõîäíûì ïîñûëêàì Àðíîëüäà íå óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ

òîêà, îïðåäåëÿåìàÿ êàê ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è

−∆ψ = −ψ3 + 1, (24)

ψ
∣∣
∂D

= 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ F ñóùåñòâóåò: ψ = 3
√

∆ψ + 1, íî îíà íå ÿâëÿåòñÿ

ãëàäêîé. Äðóãîé ïðèìåð, â êîòîðîì îäíîçíà÷íîé ôóíêöèè F , âîîáùå ãîâîðÿ,
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íå ñóùåñòâóåò: ôóíêöèÿ ψ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ψ2 + (∆ψ)2 = 1 (25)

è êðàåâîìó óñëîâèþ ψ
∣∣
∂D

= 0. Âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè òàêèõ òå÷åíèé îñòàåòñÿ

ïîëíîñòüþ îòêðûòûì.

Ïðîáëåìà 6c. Èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé

(24) è (25) è èì ïîäîáíûõ.

Ïî âñåé âåðîÿòíîñòè, âñå òå÷åíèÿ, äëÿ êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷-

íîé ôóíêöèè F , íåóñòîé÷èâû. Â ýòîé ñâÿçè õî÷ó îáðàòèòü âíèìàíèå íà ðà-

áîòû [28, 29], â êîòîðûõ äîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è î ìàêñèìóìå êèíåòè-

÷åñêîé ýíåðãèè íà ìíîæåñòâå èçîçàâèõðåííûõ ïîëåé ïðèâîäèò ê òå÷åíèÿì ñ

îäíîçíà÷íîé çàâèñèìîñòüþ ìåæäó ψ è ∆ψ.

Äàëåå, ïðèíöèïèàëüíî âàæíî ðàçâèòü ìåòîä Àðíîëüäà, ïðåäñòàâëÿþ-

ùèé ñîáîé ñïåöèàëüíóþ ôîðìó ïðÿìîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà, ïðèìåíèòåëüíî ê

ïðîáëåìå íåóñòîé÷èâîñòè.

Ïðîáëåìà 6d. Äîêàçàòü íåóñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ â

ñëó÷àå, êîãäà êðèòåðèé Àðíîëüäà ãðóáî íàðóøåí.

Âñå, êàê-áóäòî, ïîäòâåðæäàåò ñïðàâåäëèâîñòü ìíåíèÿ çíàìåíèòîãî àâòî-

ðà, ÷òî åãî êðèòåðèé �áëèçîê ê íåîáõîäèìîìó� (ñì., íàïðèìåð, [30]). Îäíàêî â

ãèäðîäèíàìèêå âîîáùå î÷åíü ðåäêî óäàåòñÿ äîêàçàòü íåóñòîé÷èâîñòü ïðÿìûì

ìåòîäîì Ëÿïóíîâà. Íåêîòîðûì èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû Â. Âëà-

äèìèðîâà, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì âèðèàëîâ [31], â çàäà÷å î äâèæåíèè

òåëà â æèäêîñòè.

Î÷åíü îáèäíî, ÷òî êðàñèâûé ïðèçíàê óñòîé÷èâîñòè òðåõìåðíîãî ñòàöè-

îíàðíîãî òå÷åíèÿ, ïîëó÷åííûé Àðíîëüäîì, êàê è ïðåäïîëàãàë åãî àâòîð, îêà-

çàëñÿ íåïðèìåíèìûì íè ê îäíîìó òå÷åíèþ, èñêëþ÷àÿ, áûòü ìîæåò, òâåðäîå

âðàùåíèå.

Ïðîáëåìà 6e. Ñóùåñòâóåò ëè óñòîé÷èâîå òðåõìåðíîå ñòàöèîíàðíîå

òå÷åíèå èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè?

Âåðîÿòíî, äàæå òâåðäîå âðàùåíèå íåóñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ñèëüíûõ
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íîðì, íàïðèìåð, îòíîñèòåëüíî âèõðåâîé íîðìû max | rot v| + . . .. Òàêèì îá-

ðàçîì, åñëè óñòîé÷èâîå òå÷åíèå ñóùåñòâóåò, íóæíî åùå îáúÿñíèòü, â êàêîì

ñìûñëå (â êàêîì ïðîñòðàíñòâå, è ò. ï. ) îíî óñòîé÷èâî.

IV. Óñòîé÷èâîñòü ïðîñòåéøèõ ëàìèíàðíûõ òå÷åíèé è ïåðâûé

ïåðåõîä.

Ïðîáëåìà 7. Äîêàçàòü, ÷òî òå÷åíèå Ãàãåíà-Ïóàçåéëÿ â êðóãëîé òðó-

áå, à òàêæå òå÷åíèå Êóýòòà â êàíàëå àáñîëþòíî óñòîé÷èâû (òî åñòü

óñòîé÷èâû ïðè ëþáîì ÷èñëå Ðåéíîëüäñà).

Íà ñåé ðàç äåëî èäåò î âïîëíå ñòðîãî ôîðìóëèðóåìûõ ñïåêòðàëüíûõ

êðàåâûõ çàäà÷àõ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñì., íà-

ïðèìåð, [32]). Â ñëó÷àå òå÷åíèÿ Ïóàçåéëÿ, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ îñåñèììåòðè÷è-

íûìè âîçìóùåíèÿìè, íóæíî äîêàçàòü, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ σ ñëå-

äóþùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ðàñïîëîæåíû â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè Reσ < 0:

{(L− α2)− [σ + iαR(1− r2)]}(L− α2)ψ = 0, (26)

ψ = ψ′ = 0, r = 1, (27)

ãäå α� âîëíîâîå ÷èñëî âîçìóùåíèÿ,R � ÷èñëî Ðåéíîëüäñà, σ � êîìïëåêñíûé

ïàðàìåòð, à ôóíêöèÿ ψ = ψ(r) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [0, 1]. Äèôôåðåíöèàëü-

íûé îïåðàòîð L âòîðîãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

L =
d2

dr2 +
1

r

d

dr
− 1

r2 =
d

dr

(
d

dr
+

1

r

)
(28)

Ïðè r = 0 êðàåâîãî óñëîâèÿ íåò, è ïîíÿòíî ïî÷åìó � òî÷êè îñè òðóáû äëÿ

èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è â öèëèíäðå � âíóòðåííèå, è â íèõ íåò íèêàêèõ

îñîáåííîñòåé. Âìåñòî íåãî ñòàâèòñÿ �óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè�, âûòåêàþùåå èç

òðåáîâàíèÿ êîíå÷íîñòè ñêîðîñòè äèññèïàöèè ýíåðãèè (ïðèíàäëåæíîñòè ïîëÿ

ñêîðîñòè êëàññó W (1)
2 ). Îíî èìååò âèä

1∫
0

(
|(L− α2)ψ|2 + |ψ|2

)
rdr <∞. (29)
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Íà ñàìîì äåëå, íàäî åùå ðàññìîòðåòü ñîîòâåòñòâóþùèå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ

íåîñåñèììåòðè÷íûõ âîçìóùåíèé. Íå áóäó èõ çäåñü âûïèñûâàòü.

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáûõ âåùåñòâåííûõ α, R âñå ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ σ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (26)�(28) ðàñïîëàãàþòñÿ â ëåâîé ïî-

ëóïëîñêîñòè Reσ < 0.

Ïðè R = 0 è ïðîèçâîëüíûõ α ïîëó÷àåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííàÿ êðàåâàÿ çà-

äà÷à, è âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà σ îòðèöàòåëüíû (ñîñòîÿíèå ïîêîÿ, êîíå÷íî,

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî). Îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû òåîðèè âîçìóùåíèé è

ïðîñòûå îöåíêè σ-ñïåêòðà, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà íå óõî-

äÿò íà áåñêîíå÷íîñòü ïðè êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà R. Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî ñâîéñòâî àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ýêâèâàëåíòíî íåñóùåñòâîâà-

íèþ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà.

Ïîä êðèòè÷åñêèì ïîíèìàåì òàêîå çíà÷åíèå R = R∗, ïðè êîòîðîì ñó-

ùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå σ0 íà ìíèìîé îñè. Åãî óäîáíî

çàïèñûâàòü â âèäå σ0 = −iαcR, c � íåèçâåñòíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ

(ôàçîâàÿ ñêîðîñòü íåéòðàëüíîãî âîçìóùåíèÿ). Èòàê, ïðîáëåìà àáñîëþòíîé

óñòîé÷èâîñòè ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â ñëåäóþùåì âèäå.

Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáûõ α, R, c ñóùåñòâóåò ëèøü íóëåâîå ðåøåíèå

êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ

(L− α2)2ψ − λg(r)(L− α2)ψ = 0 (30)

ñ óñëîâèÿìè (27), (28). Çäåñü ïîëîæåíî

g(r) = 1− r2 − c; λ = iαR. (31)

Ïîä÷åðêíó, ÷òî ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìåþò ëèøü ÷èñòî ìíèìûå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ. Ìåæäó òåì, åñëè, âìåñòî êðàåâûõ óñëîâèé (27), âçÿòü

êðàåâûå óñëîâèÿ

ψ = Lψ = 0, r = 1, (32)

òî äëÿ ôóíêöèè ω = (L− α2)ψ ïîëó÷àåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ â òàêîì ñëó÷àå



24

âåùåñòâåííû. Ýòî äîêàçûâàåò àáñîëþòíóþ óñòîé÷èâîñòü â ñëó÷àå �ìÿãêèõ�

êðàåâûõ óñëîâèé (32).

Âîçíèêàåò èäåÿ � ïðîñëåäèòü çà èçìåíåíèåì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ

ïðè çàìåíå êðàåâûõ óñëîâèé (27) � íà óñëîâèÿ (32). Åñëè áû îêàçàëîñü, ÷òî

âñå îíè îñòàþòñÿ âåùåñòâåííûìè, ïðîáëåìà áûëà áû ðåøåíà. Óâû, ýòî òàê

ëèøü ïðè c 6∈ (0, 1), à ïðè c ∈ (0, 1) íàðÿäó ñ âåùåñòâåííûìè, êðàåâàÿ çà-

äà÷à (26), (28), (32) äîïóñêàåò è êîìïëåêñíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ [33].

Òîò ôàêò, ÷òî ôàçîâàÿ ñêîðîñòü íåéòðàëüíîãî âîçìóùåíèÿ äîëæíà ëåæàòü â

èíòåðâàëå çíà÷åíèé ñêîðîñòè òå÷åíèÿ Ïóàçåéëÿ (V = 1−r2) ìîæíî ïîëó÷èòü

è áîëåå íåïîñðåäñòâåííî, èç èíòåãðàëüíûõ îöåíîê ([33]).

Â ñëó÷àå òå÷åíèÿ Êóýòòà â êàíàëå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðèõîäèì ê

ïðîáëåìå.

Äîêàçàòü àáñîëþòíóþ óñòîé÷èâîñòü ïëîñêîãî òå÷åíèÿ Êóýòòà â êà-

íàëå, äëÿ ÷åãî óñòàíîâèòü, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à

(D2 − α2)2u = iαR(y − c)(D2 − α2)u, D =
d

dy
, (33)

u = Du = 0 (y = ∓1) (34)

íà îòðåçêå [0, 1] ïðè ëþáûõ âåùåñòâåííûõ α, R èìååò ëèøü íóëåâîå ðåøå-

íèå.

Íàäî ñêàçàòü, ÷òî àáñîëþòíàÿ óñòîé÷èâîñòü òå÷åíèé Ïóàçåéëÿ â êðóã-

ëîé òðóáå è Êóýòòà â êàíàëå íå âûçûâàåò íèêàêèõ ñîìíåíèé, ïîñêîëüêó ïîä-

òâåðæäàåòñÿ ìíîãîêðàòíûìè, î÷åíü îáúåìèñòûìè âû÷èñëåíèÿìè (âïðî÷åì,

íå ðàç áûâàëî, ÷òî �íåñîìíåííûå� óòâåðæäåíèÿ îêàçûâàëèñü îøèáî÷íûìè).

Áîëåå òîãî, äëÿ òå÷åíèÿ Êóýòòà èçâåñòíî �ïî÷òè àíàëèòè÷åñêîå� äîêàçàòåëü-

ñòâî [34] (âû÷èñëèòåëüíàÿ ÷àñòü â ýòîé ðàáîòå ñâåëàñü ê ïðîâåðêå íåñëîæíîãî

íåðàâåíñòâà äëÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ).

Õîòåëîñü áû, îäíàêî, âåðèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò êðàñèâîå àëãåáðî-àíàëèòè-

÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî. ß èìåþ â âèäó îáùóþ òåîðåìó, èç êîòîðîé íåïðèíó-

æäåííî ñëåäîâàëà áû àáñîëþòíàÿ óñòîé÷èâîñòü îáîèõ òå÷åíèé. Ýòà òåîðåìà

íå ìîæåò áûòü î÷åíü îáùåé, òàê êàê äîëæíà èñïîëüçîâàòü äîâîëüíî ãëóáîêèå
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ñâîéñòâà ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà. Äåëî â òîì, ÷òî äëÿ ïà-

ðàëëåëüíûõ òå÷åíèé â òðóáàõ ñ íåêðóãîâûì ñå÷åíèåì, àíàëîãè÷íûõ òå÷åíèþ

Ïóàçåéëÿ, óñòîé÷èâîñòü, ïî âñåé âèäèìîñòè, ìîæåò òåðÿòüñÿ ïðè êîíå÷íûõ

çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà. Íàäî áû ýòî äîêàçàòü ñòðîãî â ñëó÷àå âûòÿíó-

òûõ ýëëèïòè÷åñêèõ èëè ïðÿìîóãîëüíûõ ñå÷åíèé.

Èíòåðåñíî åùå çàìåòèòü, ÷òî äëÿ òå÷åíèÿ Ïóàçåéëÿ-Êóýòòà â êàíàëå, ñ

ïðîôèëåì U(y) = ay + b(1 − y2) àáñîëþòíàÿ óñòîé÷èâîñòü, ñîãëàñíî âû÷èñ-

ëåíèÿì ðÿäà àâòîðîâ, èìååò ìåñòî íå òîëüêî ïðè b = 0 (äëÿ ÷èñòîãî Êóýòòà),

íî è äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà k =

∣∣∣∣ ba
∣∣∣∣, ñêàæåì ïðè k < k∗;

ïðè a = 0 ïîëó÷àåòñÿ òå÷åíèå Ïóàçåéëÿ â êàíàëå, êîòîðîå íåóñòîé÷èâî ïðè

áîëüøèõ R. Ïî-íàñòîÿùåìó õîðîøàÿ òåîðèÿ äîëæíà áû òàêæå îïèñàòü è çíà-

÷åíèå k∗, ðàçäåëÿþùåå àáñîëþòíî óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå òå÷åíèÿ. Ðîëü

êîìïüþòåðà äîëæíà áûòü ñâåäåíà ê âû÷èñëåíèþ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé ïàðà-

ìåòðîâ k∗ = k∗(α) è R∗ = R∗(k, α) ïðè k > k∗(α).

Èçâåñòíû è äðóãèå àáñîëþòíî óñòîé÷èâûå òå÷åíèÿ. Ýòî, íàïðèìåð, òå-

÷åíèå Êóýòòà-Òåéëîðà â ñëó÷àå, êîãäà âðàùàåòñÿ ëèøü âíåøíèé öèëèíäð.

Äðóãîé ïðèìåð ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêîå ñäâèãîâîå òå÷åíèå Êîëìîãî-

ðîâà ñ ñèíóñîèäàëüíûì ïðîôèëåì, â ñëó÷àå êîðîòêîãî ïðîäîëüíîãî ïåðèîäà.

Â ýòèõ ïðèìåðàõ àáñîëþòíàÿ óñòîé÷èâîñòü äîêàçàíà, íî äëÿ íèõ îñòàþòñÿ

àêòóàëüíûìè ïðîáëåìû íåëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè â áîëüøîì è ðàçâèòèÿ òóð-

áóëåíòíîñòè, îáñóæäàåìûå äàëåå.

Ïðîáëåìà 8. Ïðèíöèï èçìåíåíèÿ óñòîé÷èâîñòè.

Êîãäà ïàðàìåòð, îò êîòîðîãî çàâèñèò îñíîâíîé ðåæèì, äîñòèãàåò êðè-

òè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, âîçìîæíû, â óñëîâèÿõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, äâà îñíîâíûõ

âàðèàíòà: ëèáî íà ìíèìîé îñè ïîÿâëÿåòñÿ ïàðà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé, ëèáî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå σ0 = 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå ãîâî-

ðÿò î êîëåáàòåëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè, à âî âòîðîì � î ìîíîòîííîé.

Âî âòîðîì ñëó÷àå òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî èìååò ìåñòî ïðèíöèï ìîíîòîí-

íîñòè èëè ïðèíöèï èçìåíåíèÿ óñòîé÷èâîñòè. Ïîñëåäíèé òåðìèí îñòàëñÿ îò
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òîãî (íåäîëãîãî) âðåìåíè, êîãäà èññëåäîâàòåëè âåðèëè, ÷òî â äèíàìèêå âÿçêîé

æèäêîñòè íåóñòîé÷èâîñòü âñåãäà ìîíîòîííà.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðèíöèï ìîíîòîííîñòè óäàëîñü ñòðîãî äîêàçàòü. Íàçîâó,

âî-ïåðâûõ, çàäà÷ó î ñâîáîäíîé êîíâåêöèè, ãäå ðåçóëüòàò äîñòèãàåòñÿ ñâåäåíè-

åì ê ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà. Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-

ïåðèîäè÷åñêîãî òå÷åíèÿ Êîëìîãîðîâà ñ ïðîôèëåì ñêîðîñòè U = sin y ïðèí-

öèï ìîíîòîííîñòè äîêàçàí â [35] ïðè ïîìîùè ÿâíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðàññìîò-

ðåíèé, ñâÿçàííûõ ñ âîçìîæíîñòüþ ïðåäñòàâèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíå-

íèå ïîñðåäñòâîì àïïàðàòà öåïíûõ äðîáåé. Äëÿ íåêîòîðûõ èñêëþ÷èòåëüíûõ

ñòàöèîíàðíûõ è ïåðèîäè÷åñêèõ ïî t âðàùàòåëüíûõ òå÷åíèé ïðèíöèï ìîíî-

òîííîñòè óñòàíîâëåí â [12, 13]. Èíîãäà óäàåòñÿ ïðèìåíèòü äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà ïðèíöèïà ìîíîòîííîñòè òåîðåìó î âåäóùåì ïîëîæèòåëüíîì ñîáñòâåí-

íîì ÷èñëå ïîëîæèòåëüíîãî îïåðàòîðà (Ïåððîí-Ôðîáåíèóñ-Èåíò÷-Ðóòìàí-Ì.

Ã. Êðåéí).

Îäíàêî, â èíòåðåñíåéøåì ãèäðîäèíàìè÷åñêîì ñëó÷àå òå÷åíèÿ Êóýòòà-

Òåéëîðà ìåæäó âðàùàþùèìèñÿ â îäíó ñòîðîíó òâåðäûìè öèëèíäðàìè ïðèí-

öèï äî ñèõ ïîð íå äîêàçàí. Íå ðåøåíà ñëåäóþùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîáëåìà.

Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì α ∈ R íàèìåíüøåìó êðèòè÷åñêîìó çíà÷å-

íèþ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà R ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

(L− α2)2u− σ(L− α2)u = 2α2Rω(r)v, (35)

(L− α2)v − σv = −λg(r)u, (36)

u = u′ = v = 0 (r = r1, r2) (37)

îòâå÷àåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå σ = 0.

Çäåñü 0 < r1 < r2 � ðàäèóñû öèëèíäðîâ, α � îñåâîå âîëíîâîå ÷èñëî,

ôóíêöèè ω è v âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îñíîâíîé ïðîôèëü Êóýòòà

v0 = v0(r) = Ar +
B

r
(38)

ðàâåíñòâàìè

ω(r) =
v0(r)

r
; g(r) = −

(
dv0

dr
+
v0

r

)
. (39)
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Ïîñòîÿííûå A è B îïðåäåëÿþòñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè v0(r1) = Ω1r1,

v0(r2) = Ω2r2, ãäå Ω1, Ω2 � óãëîâûå ñêîðîñòè öèëèíäðîâ. Ïðè ýòîì íóæíî

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ω(r) > 0 ïðè r ∈ [r1, r2], è ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå Ñèíãà

A < 0 (ïðè A > 0 èìååò ìåñòî óñòîé÷èâîñòü äëÿ ëþáûõ R).

Âåñüìà ìíîãî÷èñëåííûå âû÷èñëåíèÿ è íàòóðíûå ýêñïåðèìåíòû íå îñòàâ-

ëÿþò ñîìíåíèé â òîì, ÷òî ýòîò ïðèíöèï ìîíîòîííîñòè ñïðàâåäëèâ. Â íåêî-

òîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ (óçêèé çàçîð r2 − r1, áëèçêèå óãëîâûå ñêîðîñòè Ω1 è

Ω2) åãî óäàåòñÿ äîêàçàòü. Â îáùåì ñëó÷àå ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî îòñóòñòâó-

åò. Ïîâòîðþ, äåëî çäåñü íå â ñòðîãîñòè êàê òàêîâîé, à â òîì, ÷òî íåîáõîäèìî

ïîíÿòü ïðè÷èíû ÿâëåíèÿ. Ïî÷åìó àâòîêîëåáàíèÿ íå âîçíèêàþò ïðè ïåðâîì

ïåðåõîäå? Êîãäà ðåçóëüòàò áóäåò ïîëó÷åí, íåñîìíåííî, îêàæåòñÿ, ÷òî âìåñòå

ñ äàííûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîëó÷àò ðåøåíèå è ìíîãèå äðóãèå (äëÿ íà÷àëà �

âðàùàòåëüíûå òå÷åíèÿ ñ ïðîôèëåì, îòëè÷íûì îò êóýòòîâñêîãî (38)).

Çàìå÷ó, ÷òî ïîñëå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (35)�(37) íóæíî áóäåò åùå ðàñ-

ñìîòðåòü è ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ íå âðàùàòåëüíî-ñèììåòðè÷íûõ ìîä, çà-

âèñÿùèõ îò ïîëÿðíîãî óãëà θ ïîñðåäñòâîì ìíîæèòåëÿ eimθ.

Ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé

R1(α) < R2(α) < . . ., óõîäÿùåé íà áåñêîíå÷íîñòü, ïðè σ = 0 äîêàçàíî ñâåäå-

íèåì ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ îñöèëëÿöèîííûì (ïî Ãàíòìàõåðó-Êðåéíó)

ÿäðîì [36]. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíîñòüþ çàäà÷ó ìîæíî áóäåò ñ÷èòàòü ðåøåí-

íîé, êîãäà áóäåò ñòðîãî äîêàçàíî, ÷òî ïðè R < R1 âåñü σ-ñïåêòð (âêëþ÷àÿ è

îòâå÷àþùèé íåñèììåòðè÷íûì ìîäàì, ïðè m 6= 0) ðàñïîëîæåí â ëåâîé ïîëó-

ïëîñêîñòè.

Â ñëó÷àå ðàçíîâðàùàþùèõñÿ öèëèíäðîâ ñóùåñòâîâàíèå êðèòè÷åñêèõ çíà-

÷åíèé ìîíîòîííîé íåóñòîé÷èâîñòè, îòâå÷àþùèõ âîçíèêíîâåíèþ âèõðåé Òåé-

ëîðà, äîêàçàíî â [37]. Çäåñü, îäíàêî, ïðèíöèï ìîíîòîííîñòè íå âñåãäà ñïðà-

âåäëèâ: ïðè áîëüøèõ óãëîâûõ ñêîðîñòÿõ âíåøíåãî öèëèíäðà ïåðâûé ïåðåõîä

ìîæåò áûòü ñâÿçàí ñ âîçíèêíîâåíèåì íåóñòîé÷èâîé êîëåáàòåëüíîé ìîäû, êî-

òîðàÿ íåñèììåòðè÷íà.

Â ñîâåòñêèå âðåìåíà íàó÷íûì ðàáîòíèêàì íåðåäêî íóæíî áûëî îòâå÷àòü
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Ðèñ. 3:

íà âîïðîñ îá ýêîíîìè÷åñêîì ýôôåêòå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Îòâåò ïðèõî-

äèëîñü âûñàñûâàòü èç ïàëüöà. Íî â ñëó÷àå ïðèíöèïà ìîíîòîííîñòè ýòîò ýô-

ôåêò, äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî îöåíèòü â ðóáëÿõ èëè â ôóíòàõ. Äåëî â òîì, ÷òî

èññëåäîâàòåëü òî è äåëî îêàçûâàåòñÿ â òèïè÷íîì ïîëîæåíèè, îïèñàííîì Êîí-

ôóöèåì, êîãäà íóæíî ëîâèòü ÷åðíóþ êîøêó â òåìíîé êîìíàòå, à êîøêà åùå è

îòñóòñòâóåò. Îãðîìíàÿ ðàáîòà çàòðà÷èâàåòñÿ, ÷òîáû óñòàíîâèòü, ÷òî êîëåáà-

òåëüíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü â òîé èëè èíîé ñèòóàöèè íåâîçìîæíà. À åäèíñòâåí-

íûì ðåçóëüòàòîì îêàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ìåëàíõîëè÷åñêàÿ ôðàçà â ñòàòüå:

�Êîëåáàòåëüíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü íå îáíàðóæåíà�. Ê òîìó æå, ïîëíîé óâåðåí-

íîñòè íå îñòàåòñÿ, è ñëåäóþùèå àâòîðû ñíîâà ïåðåïðîâåðÿþò ýòîò ðåçóëüòàò.

Ëèøü ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ïðèíöèïà ìîíîòîííîñòè ðàçîì èçáàâëÿåò îò

ýòîé ñèçèôîâîé ðàáîòû, ýêîíîìÿ ìàññó êîìïüþòåðíîãî è ÷åëîâå÷åñêîãî âðå-

ìåíè.

Ïðîáëåìà 9. Íåóñòîé÷èâîñòü �â áîëüøîì� òå÷åíèé Ïóàçåéëÿ â

òðóáå è Êóýòòà � â êàíàëå (àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ áèôóðêàöèé).

Êàê ñîãëàñîâàòü âûâîä îá àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèé Ïóàçåéëÿ

â êðóãëîé òðóáå è Êóýòòà â êàíàëå ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòàòîðîâ, êîòî-

ðûå, íà÷èíàÿ ñ Ðåéíîëüäñà, äîêëàäûâàþò î íàáëþäàåìîé íåóñòîé÷èâîñòè è

ðàçâèòèè òóðáóëåíòíûõ ðåæèìîâ? Îáùèå êîíòóðû îòâåòà óæå âèäíû, õîòÿ äî

ïîëíîé ÿñíîñòè åùå äàëåêî. Ïî âñåé âèäèìîñòè, ýòè òå÷åíèÿ, îñòàâàÿñü óñòîé-

÷èâûìè â ìàëîì ïðè ëþáûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà R, ãëîáàëüíî óñòîé÷èâû ëèøü

ïðè ìàëûõ R, à íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé R, ñòàíîâÿòñÿ íåóñòîé÷èâûìè
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â áîëüøîì. Ýòî ïðîèñõîäèò îòòîãî, ÷òî ïðè R →∞ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè â

ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñòÿãèâàåòñÿ ê òî÷êå (õîòÿ áû â îäíîì íàïðàâëåíèè) �

êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ñàìîìó òå÷åíèþ. Òàêîå ïðîèñõîäèò, íàïðèìåð, êîãäà ê

äàííîìó àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîìó ðàâíîâåñèþ O (ñì. Ðèñ. 3) ïðèáëèæà-

åòñÿ íåóñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå O′, è â ïðåäåëå îíè ñëèâàþòñÿ. Ìîæåò, êîíå÷-

íî, îêàçàòüñÿ, ÷òî ê ðàâíîâåñèþ O ïðèáëèæàåòñÿ íåóñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé

öèêë èëè áîëåå ñëîæíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî. Äðóãîé âàðèàíò � ðàâíî-

âåñèå â ïðåäåëå âëèïàåò â ñåïàðàòðèñíóþ òðàåêòîðèþ (Ðèñ. 4). Ðåçóëüòàòû

êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, êàê áóäòî, ñâèäåòåëüñòâóþò â ïîëüçó ïåðâîãî

âàðèàíòà (Ðèñ. 3), õîòÿ ñèòóàöèþ Ðèñ. 4 òðóäíåå îáíàðóæèòü, è ìîæåò áûòü,

îíà åùå òîæå áóäåò íàéäåíà.

Ïðîáëåìà 9a. Äîêàçàòü, ÷òî òå÷åíèÿ Ïóàçåéëÿ â êðóãëîé òðóáå è

Êóýòòà â êàíàëå íåóñòîé÷èâû â áîëüøîì.

Î÷åíü âàæíî âûÿñíèòü, êàêîâà ïðèðîäà ýòîé íåóñòîé÷èâîñòè. Åñëè, äåé-

ñòâèòåëüíî, ðåàëèçóåòñÿ ñèòóàöèÿ Ðèñ. 3, òî êàêîâà ïðèðîäà íåóñòîé÷èâîãî

ðåæèìà O′? Ïðåîäîëåâ îãðîìíûå âû÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè, àâòîðû ðàáî-

òû [38] ñìîãëè âû÷èñëèòü äâóìåðíûå è òðåõìåðíûå ñîëèòîíîïîäîáíûå ñòà-

öèîíàðíûå ðåøåíèÿ îêîëî òå÷åíèÿ Êóýòòà â êàíàëå (ñì. â ýòîé ñòàòüå ññûë-

êè íà ðåçóëüòàòû äðóãèõ àâòîðîâ î ñóùåñòâîâàíèè âáëèçè òå÷åíèÿ Êóýòòà
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ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ, äàæå ïðè ìåíüøèõ ÷èñëàõ Ðåé-

íîëüäñà). Î ñóùåñòâîâàíèè ñîëèòîíîïîäîáíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà

â êðóãëîé òðóáå (âîçìîæíî, íåñòàöèîíàðíûõ) ãîâîðÿò ðåçóëüòàòû î ïåðåìå-

æàåìîñòè �òóðáóëåíòíûõ ïðîáîê� è çîí ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ Ïóàçåéëÿ â ïå-

ðåõîäíîì èíòåðâàëå ÷èñåë Ðåéíîëüäñà.

Ïðîáëåìà 9b. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåé-

íîëüäñà ñóùåñòâóþò ñòàöèîíàðíûå (ïëîñêèå, à òàêæå ïåðèîäè÷åñêèå â ïî-

ïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè) ðåøåíèÿ ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà, êîòîðûå ïðè |x| →
∞ ñòðåìÿòñÿ ê òå÷åíèþ Êóýòòà.

Ïðîáëåìà 9c. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ ñèñòåìû Íàâüå-

Ñòîêñà â êðóãëîé òðóáå òèïà áåãóùèõ ñîëèòîíîâ, ñòðåìÿùèåñÿ ê òå÷åíèþ

Ïóàçåéëÿ ïðè z−ct→ +∞ (z � îñåâàÿ ïåðåìåííàÿ, c � ôàçîâàÿ ñêîðîñòü).

Ïðîáëåìà 9d. Äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè-

÷åñêèõ è ñîëèòîíîïîäîáíûõ, ñòàöèîíàðíûõ èëè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè

áåãóùèõ âîëí, ñòðåìÿùèõñÿ ïðè R → ∞ ê òå÷åíèÿì Ïóàçåéëÿ â êðóãëîé

òðóáå è, ñîîòâåòñòâåííî, Êóýòòà â ïëîñêîì êàíàëå.

Ïî âñåé âåðîÿòíîñòè, âñå ýòè ïðîáëåìû 9a�9d áóäóò ðåøåíû âìåñòå ñ ïî-

ñòðîåíèåì àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè áèôóðêàöèé. ß èìåþ ââèäó òîò ñëó÷àé,

êîãäà êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ÷èñëà Ðåéíîëüäñà áåñêîíå÷íî âåëèêî: R∗ = +∞.

Äåëî, êîíå÷íî, â òîì, ÷òî òî÷êà R = ∞ � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ äëÿ ñèñòå-

ìû Íàâüå-Ñòîêñà. Ïîýòîìó òàêàÿ òåîðèÿ äîëæíà âêëþ÷àòü ïîñòðîåíèå ïî-

ãðàíñëîéíîé (èëè èíîé?) àñèìïòîòèêè âòîðè÷íûõ ðåæèìîâ, ñëèâàþùèõñÿ ñ

îñíîâíûì ïðè R→∞.

Êîãäà òàêàÿ òåîðèÿ áóäåò ïîñòðîåíà (íåò ñîìíåíèé, ÷òî ýòî ïðîèçîéäåò!),

îíà, ðàçóìååòñÿ, íàéäåò ñåáå è äðóãèå ïðèëîæåíèÿ â ãèäðîäèíàìèêå, à òàêæå

è â èíûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

V. Ïåðåõîäû è õàîòè÷åñêèå ðåæèìû .

Ïðîáëåìà 10. Íàéòè è ñòðîãî îáîñíîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ñòðàííûõ

àòòðàêòîðîâ â ñèñòåìå Íàâüå-Ñòîêñà è åå áëèçêèõ ðîäñòâåííèêàõ (çàäà÷à
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êîíâåêöèè, ìíîãîêîìïîíåíòíàÿ æèäêîñòü, ìàãíèòíàÿ ãèäðîäèíàìèêà è ïð.

)

Â ðÿäå ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷, c ïðèìåíåíèåì íàòóðíûõ è êîìïüþ-

òåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, óæå îñâîåíû öåïî÷êè ïåðåõîäîâ îò àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ (ñòàöèîíàðíîãî äâèæåíèÿ) � ÷åðåç âòîðè÷íûå ðàâ-

íîâåñèÿ, ïðåäåëüíûå öèêëû è/èëè èíâàðèàíòíûå äâóìåðíûå òîðû � ê ñëîæ-

íûì õàîòè÷åñêèì ðåæèìàì. Òðàêòîâêà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ïî-

ëó÷àåòñÿ â ðàìêàõ èäåé è ïðåäñòàâëåíèé îáùåé òåîðèè áèôóðêàöèé, îäíàêî,

äàæå äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â íàèáîëåå èíòåðåñ-

íûõ ñëó÷àÿõ äåëî íå äîâåäåíî äî àêêóðàòíîé ïðîâåðêè óñëîâèé îáùèõ òå-

îðåì. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ íåêîòîðûå âèäíûå ìàòåìàòèêè ñòàëè äàæå

çàÿâëÿòü, ÷òî â òàêîãî ðîäà çàäà÷àõ âîçìîæíîñòè ñòðîãîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî

àíàëèçà èñ÷åðïàíû è â äàëüíåéøåì ñëåäóåò ïîëàãàòüñÿ íà êîìïüþòåðíûå âû-

÷èñëåíèÿ, è äàæå ïðîâåäåíèå ñòðîãèõ äîêàçàòåëüñòâ ïîðó÷èòü êîìïüþòåðó.

Ñ òàêîé òî÷êîé çðåíèÿ íèêàê íåëüçÿ ñîãëàñèòüñÿ.

Ðàçóìååòñÿ, ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ, à òàêæå ýêñïåðèìåíòû âñåãäà èãðàëè

â ðàçâèòèè ìàòåìàòèêè çíà÷èòåëüíóþ ðîëü. Àðõèìåä, îäíàêî, íè íà ìèíóòó

íå ïîäóìàë, ÷òî äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü îáúåì øàðà è êîíóñà ïóòåì âçâå-

øèâàíèÿ, è óïîðíî ðàçâèâàë ñâîè ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ îáúåìîâ äî ïîáåäíîãî

êîíöà. Ýéëåð, Ãàóññ, Ðàìàíóæàí êî ìíîãèì ñâîèì îòêðûòèÿì, îñîáåííî â òå-

îðèè ÷èñåë, ïðèøëè â ðåçóëüòàòå îáøèðíûõ âû÷èñëåíèé è íàáëþäåíèé. Íî

äîñòîÿíèåì ìàòåìàòèêè èõ îòêðûòèÿ ñòàëè òîëüêî ïîñëå ðàçâèòèÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ñòðîãèõ òåîðèé. Ïðèìåíåíèå êîìïüþòåðîâ ÷ðåçâû÷àéíî ðàñøèðè-

ëî âîçìîæíîñòè ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, ñòàëî ðåøàþùèì â èññëåäîâàíèè

ñâîéñòâ ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.

Ïîæàëóé, ìàòåìàòèêè íèêîãäà è íå äóìàëè, ÷òî íóæíî áóêâàëüíî âñå íà

ñâåòå îáîñíîâûâàòü ñ ïîëíîé ñòðîãîñòüþ. Åñëè ñìîòðåòü íà ìàòåìàòèêó êàê

íà èíñòðóìåíò èññëåäîâàíèÿ ïðèðîäû (äëÿ ìåíÿ ýòî ëèøü îäíà, íî ãëàâíàÿ,

ñòîðîíà äåëà), òî åå õàðàêòåðíîé ÷åðòîé ÿâëÿåòñÿ ñòðåìëåíèå ïîëó÷èòü àá-

ñîëþòíî äîñòîâåðíûå ðåçóëüòàòû. Ìåæäó òåì, çà÷àñòóþ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
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ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.99, à òî è 0.6. Âûñîêàÿ äîñòîâåðíîñòü

ñòîèò î÷åíü äîðîãî � ñêàæåì, ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî îöåíîê ïîãðåøíîñòåé

âû÷èñëåíèÿ (�äîêàçàòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ� ïî Ê. È. Áàáåíêî) òðåáóåò çàòðàò

ìàøèííîãî âðåìåíè ìíîãî áîëüøåãî, ÷åì ñàìî âû÷èñëåíèå.

Íå ëèøíå çàìåòèòü, ÷òî ñòðîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà äàþò,

êîíå÷íî, ðåçóëüòàò ñ àáñîëþòíîé äîñòîâåðíîñòüþ, íî. . . ëèøü ïðè t → +∞.

Ñêîëüêî ðàç áûâàëî, ÷òî îøèáî÷íîñòü äîêàçàòåëüñòâ âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ îá-

íàðóæèâàëàñü ñïóñòÿ ãîäû, à òî è äåñÿòèëåòèÿ. Ãîâîðÿò , ïðîöåíòîâ òðèäöàòü

èç òåîðåì, ïóáëèêóåìûõ â æóðíàëàõ òèïà �Comptes rendus� èëè �Äîêëàäû

Àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ�, îêàçûâàþòñÿ íåâåðíûìè.

Êàæåòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî íàèáîëåå ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, íà êî-

òîðûõ ìíîãîå äåðæèòñÿ, äîëæíû áûòü îáîñíîâàíû ìàòåìàòè÷åñêè ñîâåðøåí-

íî ñòðîãî. Èíà÷å ýôôåêò êàðòî÷íîãî äîìèêà áûñòðî ïðåâðàòèò íàøè óìîçà-

êëþ÷åíèÿ â ãàäàíèÿ íà êîôåéíîé ãóùå.

Äîïóñêàþ, ÷òî â áóäóùåì ñòðîãèå îáîñíîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ âíóòðè êîì-

ïüþòåðîâ, ïðîâåðêà êîòîðûõ äîñòóïíà òàêæå ëèøü êîìïüþòåðàì, áóäóò èìåòü

çíà÷åíèå, íàïðèìåð, ïðè ðàñ÷åòå êîíñòðóêöèé, îò êîòîðûõ çàâèñÿò ÷åëîâå÷å-

ñêèå æèçíè. Íî ó ìàòåìàòèêè åñòü âåäü è �÷åëîâå÷åñêàÿ ñòîðîíà�. Âñïîìíèì

îá îãðîìíîé ýñòåòè÷åñêîé è ýòè÷åñêîé öåííîñòè ìàòåìàòèêè. Ïðèìå÷àòåëüíî,

÷òî íåäàâíî îíà ïîñëóæèëà îäíèì èç äîâîäîâ äëÿ óâåëè÷åíèÿ ãðàíòîâ NSF

äëÿ ìàòåìàòèêîâ.

Âîçâðàùàÿñü ê íàøåé ïðîáëåìå, çàìå÷ó, ÷òî íàèáîëüøèå øàíñû åå ðåøå-

íèÿ ñâÿçàíû ñ àñèìïòîòè÷åñêèìè ìåòîäàìè è ìåòîäàìè òåîðèè áèôóðêàöèé.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè èññëåäîâàíèè ïåðåñå÷åíèÿ áèôóðêàöèé â ïðîáëåìå Êóýòòà-

Òåéëîðà (òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ìåæäó âðàùàþùèìèñÿ öè-

ëèíäðàìè) çàäà÷à ïðèâîäèòñÿ ê àìïëèòóäíûì ñèñòåìàì íà öåíòðàëüíîì ìíî-

ãîîáðàçèè ([39]), ([40]). Êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò ñ ýòèìè ñèñòåìàìè îáíà-

ðóæèâàåò ãîìîêëèíè÷åñêèå áèôóðêàöèè, êàñêàäû óäâîåíèÿ ïðåäåëüíûõ öèê-

ëîâ, âîçìîæíî, è èíûå ïåðåõîäû, âåäóùèå ê îáðàçîâàíèþ ðàçíîîáðàçíûõ õà-

îòè÷åñêèõ ðåæèìîâ. Ïðîáëåìà, ïåðâîíà÷àëüíî ïîñòàâëåííàÿ äëÿ óðàâíåíèé
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Íàâüå-Ñòîêñà, ïðèâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé ñðàâíèòåëüíî íåâûñîêîãî ïîðÿäêà (øåñòîãî èëè âîñüìîãî, à

ïîñëå ðåäóêöèè � äàæå ÷åòâåðòîãî èëè ïÿòîãî).

Çäåñü ñëåäóåò âñïîìíèòü, ÷òî è äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé â òåîðèè åñòü èçðÿäíûå äûðû. Íàïðèìåð, Ñ. Ñìåéë [1] ñòàâèò ïðî-

áëåìó, êîòîðàÿ â íåñêîëüêî âîëüíîì èçëîæåíèè çâó÷èò òàê: �Äîêàçàòü, ÷òî â

ñèñòåìå Ëîðåíöà ñóùåñòâóåò àòòðàêòîð Ëîðåíöà. � Âåäü äî ñèõ ïîð ýêñïåðè-

ìåíòàëüíîå íàáëþäåíèå àòòðàêòîðà Ëîðåíöà è îáùèå òåîðåìû ñóùåñòâîâà-

íèÿ íå ñîåäèíèëèñü: íèêòî íå ïðîâåðèë, ÷òî îáùèå óñëîâèÿ âûïîëíåíû äëÿ

êîíêðåòíîé ñèñòåìû Ëîðåíöà. Äóìàþ, ÷òî äàëüíåéøåå ðàçâèòèå àñèìïòîòè-

÷åñêèõ ìåòîäîâ ïîçâîëèò ðåøèòü è ýòó ïðîáëåìó Ñìåéëà, è íàøó ïðîáëåìó

10, ñêàæåì, äëÿ òå÷åíèÿ Êóýòòà-Òåéëîðà. Ïðàâäà, â ïîñëåäíåì ñëó÷àå àíàëèç

óðåçàííîé àìïëèòóäíîé ñèñòåìû äîëæåí åùå áûòü äîïîëíåí äîêàçàòåëüñòâîì

òîãî ôàêòà, ÷òî íàéäåííûå àòòðàêòîðû âûäåðæèâàþò ó÷åò îòáðîøåííûõ ÷ëå-

íîâ ñòåïåííîãî ðàçëîæåíèÿ. Íî ýòà òåõíè÷åñêàÿ ïðîáëåìà êàæåòñÿ âïîëíå

ïðåîäîëèìîé (êîíå÷íî, íàäî áûòü ãîòîâûìè ê òîìó, ÷òî íåêîòîðûå èç ýòèõ

àòòðàêòîðîâ èñ÷åçíóò).

Íåòðóäíî óêàçàòü è äðóãèå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ñèòóàöèè, ñâÿçàííûå ñ

âûðîæäåííûìè áèôóðêàöèÿìè, ïðåäðàñïîëàãàþùèå ê ïîÿâëåíèþ ñòðàííûõ

àòòðàêòîðîâ è õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ.

Êîíå÷íî, ðàçëè÷íûå àñèìïòîòè÷åñêèå ñëó÷àè, è ïðåæäå âñåãî, ñëó÷àé

èñ÷åçàþùåé âÿçêîñòè, ïîäñêàçûâàþò èíûå ïóòè ïîèñêà õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ

òå÷åíèÿ.

VI. Àñèìïòîòèêà èñ÷åçàþùåé âÿçêîñòè è òóðáóëåíòíîñòü.

Íåò íè ìàëåéøåãî ñîìíåíèÿ, ÷òî ïðîáëåìà òå÷åíèÿ æèäêîñòè ïðè î÷åíü

ìàëîé âÿçêîñòè (èëè, òî÷íåå, ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà) � ãëàâíåé-

øàÿ â ãèäðîäèíàìèêå. Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå âñå ïðåäûäóùèå ïðîáëåìû

ÿâëÿþòñÿ åå áîëåå èëè ìåíåå ñóùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè.
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Ïðîáëåìà 11a. Âåðíî ëè, ÷òî ïðè ν → 0 ðåøåíèå ñèñòåìû Íàâüå-

Ñòîêñà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D ⊂ Rm ñ òâåðäîé íåïîäâèæíîé ãðàíèöåé

(v
∣∣
∂D

= 0), ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì ïîëå ñêîðîñòè (v
∣∣
t=0 = v0(x)) ñòðåìèò-

ñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé Ýéëåðà ñ òåì æå íà÷àëüíûì óñëîâèåì è ãðàíè÷íûì

óñëîâèåì vn

∣∣
∂D

= 0?

Ïóñòü äàííûå çàäà÷è ∂D, v0 è âíåøíÿÿ ìàññîâàÿ ñèëà, åñëè îíà åñòü,

C∞-ãëàäêè.

Êîíå÷íî, çäåñü íàäî áû îáúÿñíèòü, â êàêîì ñìûñëå ïîíèìàåòñÿ ýòîò ïðå-

äåëüíûé ïåðåõîä. Ðàâíîìåðíî ïî ëþáîé âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè? Â ñðåäíåì,

ïî íîðìå Lp(D)? Ïî ìåðå?. . Ïîêà ÷òî òðóäíî âûñêàçàòü ïî ýòîìó ïîâîäó

êàêóþ-íèáóäü ðàçóìíóþ ãèïîòåçó.

Ãëàâíàÿ òðóäíîñòü çäåñü ñâÿçàíà ñ ïðèñóòñòâèåì òâåðäîé ñòåíêè. Äàæå

â äâóìåðíîì ñëó÷àå, ãäå èìåþòñÿ ñèëüíûå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ êàê äëÿ

óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà, òàê è äëÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà, ñèòóàöèÿ ñîâåðøåííî

íåÿñíà. Åñëè ãðàíèöû íåò, ñêàæåì, â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèõ

òå÷åíèé (óðàâíåíèÿ íà òîðå T 2), ëèáî íà ãðàíèöå ïîñòàâëåíû �ìÿãêèå� êðà-

åâûå óñëîâèÿ: vn

∣∣
∂D

= 0, rot v
∣∣
∂D

= 0, òî âñå â ïîðÿäêå [41]: ïðåäåëüíûé

ïåðåõîä ïðè ν → 0 îáîñíîâûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè èíòåãðàëüíûõ îöåíîê âèõðÿ.

Äðóãîé òðóäíûé ñëó÷àé � êîãäà íà÷àëüíîå ïîëå ñêîðîñòè íà íåêîòî-

ðûõ êðèâûõ ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ. Cëó÷àé ñëàáîãî ðàçðûâà, êîãäà ñêîðîñòü,

à òîãäà è äàâëåíèå, íåïðåðûâíû, è èìååò ìåñòî ëèøü ñêà÷îê âèõðÿ, âïîëíå

ïîääàåòñÿ àíàëèçó [44, 42]. Âñå äåëî â òîì, ÷òî â áåçãðàíè÷íîé æèäêîñòè

ïðè ãëàäêèõ äàííûõ âîîáùå íåò ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, à ïðè ñëàáîì ðàçðû-

âå èëè �ìÿãêèõ� êðàåâûõ óñëîâèÿõ óðàâíåíèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ëèíåéíû

è äîïóñêàþò ÿâíîå ðåøåíèå. Ìîæåò áûòü, åùå âàæíåå, ÷òî çàðàíåå èçâåñò-

íî, ãäå îáðàçóåòñÿ ýòîò ïîãðàíè÷íûé ñëîé � íà âñåé ãðàíèöå, ëèáî íà âñåé

ëèíèè ñëàáîãî ðàçðûâà. Íà ëèíèÿõ ñèëüíîãî ðàçðûâà è íà òâåðäûõ ñòåíêàõ

ïîãðàíè÷íûå ñëîè îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ïðàíäòëÿ, êîòîðûå íåëèíåé-

íû, à ãëàâíîå, íå ìîãóò îïèñàòü òå÷åíèå âáëèçè âñåé òâåðäîé ãðàíèöû èëè

ëèíèè ñèëüíîãî ðàçðûâà. Ôóíäàìåíòàëüíûì ïðåïÿòñòâèåì ÿâëÿåòñÿ îòðûâ
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ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.

Çàìå÷ó, ÷òî è íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå æèäêîñòè ïîãðàíñëîé � ñëàáûé,

ëèíåéíûé. (Î ðåçóëüòàòàõ Â. À. Áàòèùåâà, Â. Â. Ïóõíà÷åâà, Ë. Ñ. Ñðóáùèêà

è äðóãèõ àâòîðîâ ñì. [44, 43]). Âïðî÷åì, è çäåñü äî ñòðîãîé òåîðèè äàëåêî èç-

çà ïðèíöèïèàëüíûõ òðóäíîñòåé ñ òåîðåìàìè ñóùåñòâîâàíèÿ.

Ïðîáëåìà 11b. Íàéòè ïðåäåë ïðè ν → 0 ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ

ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà. Â ÷àñòíîñòè, íàéòè àñèìïòîòèêó ñòàöèîíàðíîãî

îáòåêàíèÿ òâåðäîãî òåëà âÿçêîé æèäêîñòüþ.

Ïîìèìî òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ îòðûâîì ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, â ñòàöèî-

íàðíûõ (è ïåðèîäè÷åñêèõ ïî t) çàäà÷àõ âîçíèêàåò åùå ñåðüåçíàÿ òðóäíîñòü â

îïðåäåëåíèè ïðåäåëüíîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ. Ñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

îáëàäàþò áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé, è ïðîáëåìà ñî-

ñòîèò â òîì, êàêîå èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ. Ýòà

òðóäíîñòü óñóãóáëÿåòñÿ åùå è òåì, ÷òî çàðàíåå íåèçâåñòíà ñòåïåíü ãëàäêîñòè

ïðåäåëüíîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà. Åñëè îí ðàçðûâåí, íóæíî åùå îïðåäå-

ëèòü ìåñòî è õàðàêòåð ðàçðûâîâ.

Åñòåñòâåííî âñòàåò è âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ýòèõ ñòàöèîíàðíûõ ðåæè-

ìîâ. Ñêîðåå âñåãî, ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà îíè íåóñòîé÷èâû. Ãèäðî-

ìåõàíèêè, îäíàêî, îáû÷íî ïðåäïîëàãàþò, ÷òî àñèìïòîòèêà åùå ðàáîòàåò è äëÿ

òåõ óìåðåííûõ çíà÷åíèé ÷èñëà Ðåéíîëüäñà, äëÿ êîòîðûõ óñòîé÷èâîñòü ñîõðà-

íÿåòñÿ. Ê ýòîìó ìîæíî äîáàâèòü, ÷òî âîçíèêàþùèå àâòîêîëåáàòåëüíûå ðåæè-

ìû ïðè ìàëûõ çàêðèòè÷íîñòÿõ îñòàþòñÿ áëèçêèìè ê ñòàöèîíàðíîìó òå÷åíèþ

íàñòîëüêî, ÷òî èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè, ñêàæåì, ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ,

ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò ñòàöèîíàðíûõ.

Ïðîáëåìà 11c. Íàéòè ñðåäíåå ïîëå ñêîðîñòè â ðàçâèòîé òóðáóëåíò-

íîñòè, â ïðåäåëå ν → 0 (Re →∞), à òàêæå âû÷èñëèòü êîððåëÿöèè

〈v(x′, t)⊗ v(x′′, t)〉,

òî åñòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé êîìïîíåíò ïîëÿ

ñêîðîñòè â äàííûé ìîìåíò t â òî÷êàõ x′ è x′′ îáëàñòè òå÷åíèÿ. Íàéòè
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òàêæå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ìîìåíòàì âðå-

ìåíè t′ è t′′

〈v(x′, t′)⊗ v(x′′, t′′)〉.

Ýòîé ïðîáëåìå ïîñâÿùåíà îãðîìíàÿ ëèòåðàòóðà [46], ñì. òàêæå íåäàâíèé

îáçîð [47]. Îäíàêî âñå áåç èñêëþ÷åíèÿ ñóùåñòâóþùèå òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè

ëèøü â íåáîëüøîé îòíîñèòåëüíî ìåðå îïèðàþòñÿ íà óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìè-

êè. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, âñå îíè ñîäåðæàò òå èëè èíûå ãèïîòåçû, íå âûâåäåííûå

èç óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà, à âîçìîæíî, è ïðîòèâîðå÷àùèå èì. Çàìå÷ó, ÷òî

íåêîòîðûå èç ýòèõ òåîðèé äîâîëüíî íåïëîõî ïðåäñêàçûâàþò ñðåäíåå ïîëå ñêî-

ðîñòè. Íàïðèìåð, âðÿä ëè ìîæåò áûòü ñëó÷àéíûì ñîâïàäåíèå âû÷èñëåííîãî

ñðåäíåãî ïðîôèëÿ òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ Êóýòòà â êàíàëå ñ ýêñïåðèìåíòàëü-

íûìè äàííûìè, îáíàðóæåííîå â ðàáîòå [49]. Îäíàêî ñ ïðåäñêàçàíèåì áîëåå

ñëîæíûõ õàðàêòåðèñòèê òå÷åíèÿ, íà÷èíàÿ ñ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé 2-ãî

ïîðÿäêà, íå ãîâîðÿ óæå î âûñøèõ, íå ñïðàâëÿåòñÿ, ïîæàëóé, íè îäíà èç òåî-

ðèé.

Ó ìåíÿ íåò ÿñíîãî îòâåòà íà íåèçáåæíî âîçíèêàþùèé âîïðîñ î òîì, êà-

êîå èìåííî îñðåäíåíèå èìååòñÿ â âèäó â ïîñòàíîâêå ïðîáëåìû 11ñ. Íàèáîëåå

ðàñõîæèå âàðèàíòû � îñðåäíåíèå ïî âðåìåíè è ïî èíâàðèàíòíîé ìåðå íà ôà-

çîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû. Â ñëó÷àå ýðãîäè÷íîñòè ýòè äâà âèäà ñðåäíèõ

ñîâïàäàþò. Äîáèâàÿñü ñîâïàäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíû-

ìè äàííûìè, âîçìîæíî, ïðèäåòñÿ òàêæå ó÷åñòü, ÷òî èçìåðèòåëüíûé ïðèáîð

ïðîèçâîäèò è ñâîåãî ðîäà îñðåäíåíèå ïî ìàëîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà.

ß âñå-òàêè âåðþ, ÷òî ìîæåò áûòü ñîçäàíà ïîñëåäîâàòåëüíàÿ òåîðèÿ ðàç-

âèòîé òóðáóëåíòíîñòè, îïèñûâàþùàÿ òå÷åíèÿ ïðè âåñüìà ìàëîé âÿçêîñòè.

Ìîæíî ïðåäâèäåòü, ÷òî ýòà òåîðèÿ ðàçâåòâèòñÿ íà íåñêîëüêî ðóêàâîâ. Âåðî-

ÿòíî, ïðèäåòñÿ ïî-ðàçíîìó îïèñûâàòü òóðáóëåíòíûå òå÷åíèÿ â òðóáàõ, òóð-

áóëåíòíûå êîíâåêòèâíûå òå÷åíèÿ è òå÷åíèÿ Êóýòòà-Òåéëîðà, òóðáóëåíòíîå

îáòåêàíèå òåëà è ò. ä. Ïðàâäà, îòñóòñòâèå îáùåé òåîðèè ïðèâîäèò ê êóäà

áîëüøåìó ðàçâåòâëåíèþ, ÷óòü ëè íå êàæäîå òå÷åíèå ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðè-
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âàòü îòäåëüíî, òî è äåëî ââîäÿ ad hoc íîâûå ãèïîòåçû. Ïîêà ÷òî ïðîáëåìà

ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñïðàâèòüñÿ ñ ïîñòðîåíèåì àñèìïòîòèêè õîòÿ áû â îäíîì

ñëó÷àå.

Â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ ýêñïåðèìåíòû äàþò ñòîëü êðàñèâûå è ÿñíûå ðå-

çóëüòàòû, ÷òî ïðîñòî ñòûäíî äëÿ òåîðåòèêîâ íå óìåòü èõ îïèñûâàòü. Íàïðè-

ìåð, äëÿ òå÷åíèÿ Êóýòòà-Òåéëîðà ìåæäó öèëèíäðàìè (êîãäà âíåøíèé öè-

ëèíäð íåïîäâèæåí), äëÿ àçèìóòàëüíîé ñêîðîñòè vθ åùå Òåéëîð (1923)ïîëó÷èë

ôîðìóëó vθ =
c

r
, ñïðàâåäëèâóþ âñþäó, êðîìå ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ (ñì. [48]).

Âåñüìà ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ïðè î÷åíü áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà äàâíî óæå

ïîòåðÿâøèå óñòîé÷èâîñòü âèõðè Òåéëîðà âíîâü îæèâàþò è, ïî-âèäèìîìó, ñî-

õðàíÿþòñÿ ïðè ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà. Ïðåêðàñíûé îáçîð

ðåçóëüòàòîâ ïî òóðáóëåíòíûì âèõðÿì Òåéëîðà ñì. â [45]. Íåìàëî ïðîñòûõ è

ÿâíûõ çàâèñèìîñòåé îáíàðóæåíî òàêæå â ýêñïåðèìåíòàõ ïî áåíàðîâñêîé êîí-

âåêöèè â ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå æèäêîñòè. ß ñ÷èòàþ íåáåçíàäåæíîé ïðîáëåìó

ñòðîãîé ìàòåìàòè÷åñêîé òðàêòîâêè ýòèõ ÿâëåíèé è çàêîíîìåðíîñòåé.

Â ïðîáëåìàõ 11b è 11ñ íåò íèêàêèõ îñíîâàíèé îæèäàòü åäèíñòâåííîñòè.

Âïîëíå âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå íåñêîëüêèõ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ, èìåþ-

ùèõ äàæå ðàçëè÷íûå àñèìïòîòèêè èñ÷åçàþùåé âÿçêîñòè (òàêîâà ñèòóàöèÿ â

òå÷åíèè Êóýòòà ìåæäó òâåðäûìè ñôåðàìè è òå÷åíèè Êàðìàíà ìåæäó âðàùà-

þùèìèñÿ ïëîñêîñòÿìè). Íàðÿäó ñ òóðáóëåíòíûìè âèõðÿìè Òåéëîðà, ñóùå-

ñòâóþò èíûå òóðáóëåíòíûå ðåæèìû, äà è ñàìè òóðáóëåíòíûå âèõðè Òåéëîðà

ïðè çàäàííûõ âíåøíèõ óñëîâèÿõ íå îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî, âàðüèðóåò èõ

îñåâîå âîëíîâîå ÷èñëî.

Â çàêëþ÷åíèå ïîä÷åðêíó, ÷òî ðå÷ü çäåñü èäåò èìåííî î ðàçâèòîé òóðáó-

ëåíòíîñòè, î ïðåäåëå èñ÷åçàþùåé âÿçêîñòè. Òåîðèÿ ïåðåõîäîâ ïðè óìåðåííûõ

÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà äîëæíà â èäåàëå îïèñàòü âñå ìûñëèìûå òèïû ðåæèìîâ òå-

÷åíèÿ, óñëîâèÿ èõ âîçíèêíîâåíèÿ è ãèáåëè ïðè äâèæåíèè ïî ïàðàìåòðàì, à

òàêæå äàòü ñïîñîáû èõ âû÷èñëåíèÿ. Ïî-âèäèìîìó, íåâîçìîæíî áåç êîíêðåò-

íûõ êîìïüþòåðíûõ ðàñ÷åòîâ ïðåäñêàçàòü, êàêàÿ èìåííî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïåðåõîäîâ ðåàëèçóåòñÿ â êàæäîé çàäàííîé ñèòóàöèè. Òåîðèÿ äîëæíà íàó÷èòü
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èññëåäîâàòåëÿ ïðàâèëàì, ïî êîòîðûì îäíè ðåæèìû òå÷åíèÿ ñìåíÿþòñÿ äðó-

ãèìè,è ìåòîäàì âû÷èñëåíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ðåæèìîâ. Î÷åíü âàæíî, êîíå÷-

íî, íàó÷èòüñÿ çàäàâàòü ïðàâèëüíûå âîïðîñû, âåðíî îïðåäåëÿòü, êàêèå èìåííî

âåëè÷èíû ïîäëåæàò âû÷èñëåíèþ â ïåðâóþ î÷åðåäü. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòà

òåîðèÿ ñêîðåå áóäåò íàïîìèíàòü ïðàâèëà óëè÷íîãî äâèæåíèÿ, ÷åì ðàñïèñà-

íèå ïîåçäîâ. Âïðî÷åì, âïîëíå ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû

ïîçâîëÿò â ðàçëè÷íûõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ïðåäñêàçûâàòü è ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ïåðåõîäîâ.

Èññëåäîâàíèå, îïèñàííîå â ýòîé ïóáëèêàöèè, ñòàëî âîçìîæíûì áëàãîäà-

ðÿ ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå Àìåðèêàíñêîãî Ôîíäà Ãðàæäàíñêèõ Èññëåäîâàíèé

è Ðàçâèòèÿ ãðàíò RMI-2084, à òàêæå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ

èññëåäîâàíèé (ãðàíò � 00�15�96188).

ß èñêðåííå áëàãîäàðåí Íàòàëüå Ïîïîâîé è Ìàðêó Áàðòîíó çà èõ áîëü-

øóþ ïîìîùü ïðè ïåðåâîäå ýòîé ñòàòüè íà àíãëèéñêèé ÿçûê.

ß áëàãîäàðåí ðåöåíçåíòó çà ïðåäëîæåíèå âêëþ÷èòü â ñïèñîê ëèòåðàòóðû

èíòåðåñíûå ñîâðåìåííûå êíèãè [50, 51, 52]. Íóæíî òîëüêî ïîìíèòü, ÷òî ïî-

ïðåæíåìó íè÷òî íå ìîæåò çàìåíèòü ÷òåíèå òðóäîâ ïèîíåðîâ � òàêèõ àâòîðîâ,

êàê Ëÿïóíîâ, Ëåðå, Õîïô.

Çàêîí÷ó íåáîëüøèì íàçèäàíèåì ìîëîäîìó èññëåäîâàòåëþ, æåëàþùåìó

âçÿòüñÿ çà ðåøåíèå òîé èëè èíîé èç îáñóæäàåìûõ çäåñü ïðîáëåì. Âñå ïåðå-

÷èñëåííûå àâòîðû (âêëþ÷àÿ, êîíå÷íî, è àâòîðà ýòîé ñòàòüè) òàê è íå ðåøèëè

ïîñòàâëåííûõ çäåñü ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðîáëåì. Ïîýòîìó èõ òðóäû ñëåäóåò

÷èòàòü ñ îñòîðîæíîñòüþ, íå äàâàÿ óâëå÷ü ñåáÿ íà áåñïåðñïåêòèâíûé ïóòü.
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